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Ottimizzazione 301

i i = =0 Vz €
Esiste quindi un intorno U(0) e una funzione y(z) tali che y(0) = 0 ¢ f(z,y(z))
) . . e . na
g'((z)le funzione & possibile calcolare la derivata parziale rispetto alla variabile endoge
ita
it 0¥ -
,siha: 32 (0) =0 . ) _ o
z) P1ima?;0tesi' g1 € g» sono funzioni differenziabiliin 0; secondaipotesi: g1 (0) = g2(0)
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i X 'mi D=1.
& non singolare, con determinante . ' o o
eEsiste qufi;ndi un intorno U(0) e due funzioni hi(2) e ha(z) tali che h(0) 2(0)
=0 Vze U(0).
h 7h Z))Z) = Oegz(hl(Z),hQ(Z),Z) e o ’
g'( tall(izf)unzzi(oni & possibile calcolare le derivate parziali rispetto alla variabile endogena »
i

Figura 8.11

Si verifica la stessa cosa considerando lo Jacobiano dej vincoli (si ricordi che o J acobiano
Vh(xy) di un insieme di funzioni A;(x) & 1a matrice in cui nella posizione 1, j compare
siha: la derivata parziale gT’ZJf (X0)); posto: hi(x) = 2, ho(x) = 25 — (z; — 12, si ha Vh(x) =
l—x
1 ag l+y 0 1-o 0 1 1 0 1
dg1 _ Og =0 991 _ L, 992 _ -1 64 T(z+ 12 8z (z— 1) ~ » Vh » il cui rango & 1. Si & verificato che il rango
a‘—"é‘i"_’ 9y  z+1 dr  z-—1 z 2z -1) 1 0 0 1
dello Jacobiano nel punto ¢ inferiore al numero dej vincoli.
quindi

r 991 1y !

“GHlE Gl -1 .« 821 Siverifichi se il punto xo € regolare per gli insiemi di vincoli seguenti in R”.
oh oz (z+1) (2 + = —det . 0
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_ - =1, R =23 xp=(1,1,1
g(ﬂ) o (1_195)2 0 o _ a) z; Tt~ 3+ 13 TiTy =23 Xg = ( )
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a@z e 1+y 0 b)9z%—3z2=l, lnz2-3z1=2,
[ Og1 TGl
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5‘(;3 — 221 Gz—12 do

zy >0 = —%,1

a) Il punto (1, 1, 1) & ammissibile
golare in quanto se si considera 1

perché verifica le equazioni dei tre vincoli, non & re-
0 Jacobiano dei vincoli com: hy(x) = gy — 1, h(x) =

1 0 o0 1
:E1~:1:2+z3—1,h3(x)zmlxzhl,sihth(X)= I -1 11,vh 1

- T2 oz 1 1
: 81 di i i nto . 0
8.20 In R? si considerino i vincoli: z, = 0, zo — (z1 — 1)? = 0; si dimostri che il pu  ‘
' (1, 0) & ammissibile ma non regolare (Figura 8.11).

Ottimizzazione vincolata in R*

» il cui rango & 2 inferiore al numero dei vincoli.
N . -1
ibi S i ioni di entrambi i vincoli, non € ‘ -
& issibile perché soddisfa le equaziom nt / . |
ol .(1, oan amr(r)lIlISlZISi Velc)ie anche dalla Figura 8.11, (1,0) ¢l pur.lto dl. t.angenza f;ﬁ b1l punto (~ %, 1) € ammissibile perché verifica le e
ogome quaHiEO, ) bol (z1 — 1)*; quindi i gradienti dei due vincoli in (1,0) m
laretta 2, = 0 e la parabola z; = (z| — 1)%;

quazioni dei due vincoli, inoltre &
i Tegolare; infatti, dati i vincoli: hi(x) = 922
i indi ti. ‘
sono linermente indipenden

— 3:122 - 1, hz(X) = lnzz — 31‘1 — 2, si ha che
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o =3 Vh = -2 3 , il cui rango € u-
I | -3 1

zz . . . . Z
guale al numero dei vincoli. Si pud osservare che le due curve si intersecano in (—3.1)

ma non sono tangenti in tale punto.

lo Jacobiano Vh(x) =

. — et di vincoli.
i ini I’insi i X i per i seguenti insiemi di vine
8.22 InR" sidetermini I’insieme dei punti regolari p g

2 —
z%74z%=416, z’{+(m2+1) -9=0

I punti di intersezione fra i due vincoli sono le soluzioni del sistema

Vil
? - dal=-16 =0 |n=3F—
w1—4z§:f v .
$%+($2+1)2—9=0 Ty =2 132—‘"5-*

i ioni dei i i ¢ regolare in
Il punto (0, 2) & ammissibile perché verifica le equazioni dei due vincoli, non ¢ reg
B b

i i iano dei vincoli
quanto in tale punto le due curve sono tangenti come si vede dallo Jacobiano

Vh 0 0 il cui rango & 1 (inferiore al numero dei vincoli). I punti

2 0 -

SO . A . L secanti (il

(:0:4 Vi -Lz—> sono regolari infatti in tali punti i vincoli sono reciprocamente (
50775

rango di Vh ¢ 2) (Figura 8.12).

Figura 8.12

# 8,23 Siindividuino i punti di massimo e di minimo della seguente funzione applicando,
se possibile, il Teorema di Kuhn-Tucker.

2$|+5L‘2~:l:3=0

: s ta a
y=—z? — 23 — 22} + 22 + 3z + 423 + 20 sogget 5yt = 0
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. D 2py tay — a3 .
Posta la matrice dei vincoli h(x) = » 1vincoli del problema definiscono

) ) ) 2 1 -1

una varieta di classe £ e lo Jacobiano di h(x) &: Vh(z) = | . Poiché i]
rango di tale matrice & 2, i gradienti dej vincoli sono linearmente indipendenti, percio tutti
1 punti ammissibili sono regolari. Premesso questo, si puo applicare il teorema di Kuhn-
Tucker (vedi Teorema 8.17 del libro di testo) considerando la funzione Lagrangiana:

Ty + 23

LX) = f(z1, 22, 23) = —z%"$%~2z§+2$1+3m2+4w3+20—/\1(23;[ +22 —23) — Ay(2 +3)

I punti di ottimo vanno ricercati fra le soluzioni del sistema:

*21‘1 +2
VL(X) = f2.’E2 +3
~4$3 +4

—zi+1-X =0
—25+3 -4 - X =0
A3+ A4+ X — A =0 e
2z + 3y —23=0

:122+:L‘3=O

L’unico eventuale punto di ottimo & x* = (3, 2.3).
Poiché f, h; e h, sono di classe €2, per verificare se x* & di ottimo, & necessario stabilire
se la matrice hessiana della Lagrangiana in tale punto & definita (condizione del secondo

ordine). In questo caso ViL(x) & costante, come lo jacobiano dei vincoli; infatti

2 0 0
ViL®) =0 -2 0 | eVhx")=
0 0 -4

-1
1

Si verifica quindi se nelle direzioni d ortogonali ai gradienti dei vincoli (per cui
Vh(x*)d = 0), I'Hessiano della funzione Lagrangiana & definito; si ha

<~ d

2 - 2d1 + dz - d3 = O
Vh(x*)d = —
0 dy + d3 =0
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quindi
2 0 0 @
ATV2LxYd=[a ~a o] [0 2 0 [|-a|=-82<0 Vd#0
0 0 -4 a

Percid la lagrangiana & concava nel punto (3,—%,3) il quale risulta essere un punto di

massimo locale stretto. Si pud ottenere lo stesso risultato considerando la matrice

0 0 1 -1
0o 0 0 1 1
A=|l2 0 -2 0
11 -2 0
~1 1 0 —4

ottenuta dalla matrice Hessiana della Lagrangiana orlata con lo Jacobiano dei vincoli;
infatti per determinare se la forma quadratica associata all’Hessiano della Lagrangiana
con il vincolo lineare Vh(x)d = 0, & definita negativa, basta calcolare il segno del minore
principale di ordine 5 (vedi pag. 574 del libro di testo). Si ottiene che |A| = 32 < 0,
percio la Lagrangiana € concava.

Un altro metodo per risolvere il problema & quello dell’esplicitazione dei vincoli;
abbiamo gid osservato che i punti ammissibili sono della forma (z1, —=z1,z1) percid
sostituendo nella funzione si ottiene: f(X) = 74:0% + 3z + 20 parabola con la concavita
verso il basso avente il vertice nel punto di ascissa %; tale punto rappresenta il punto di

massimo locale stretto.

OSSERVAZIONE Con il Teorema di Kuhn-Tucker si introducono i moltiplicatori di
Lagrange che sono soggetti a una interpretazione legata al valore della funzione nel punto
di ottimo; si suppone che la funzione obiettivo sia f(x) e che gp(x) = ¢ sia il k-mo
vincolo, i valori che assume )\ (moltiplicatore di Lagrange associato al k-mo vincolo),
in corrispondenza della soluzione ottima, sono una misura dell’effetto che una variazione
del parametro ¢y esercita sul valore ottimale della funzione obiettivo. Nel nostro caso
¢, = 0,k = 1,2 e, se la soluzione trovata si rivela ottima, I’effetto sul valore della

funzione obiettivo di una stessa variazione di ¢, nelle equazioni dei vincoli & maggiore
per il secondo vincolo; infatti A, > Ay.

8.24 Applicando i metodi dell’esplicitazione dei vincoli e delle curve di livello, si
individuino, al variare di a € R, i punti di massimo e di minimo della funzione

y = &% + 2} soggetta al vincolo z1z; = a.

Posto h(x) = z1z; — a i vincoli del problema definiscono una varieta di classe C*® ¢ 1o

Jacobiano di h(x) &:
Vh(x) = [22 =]

‘j
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Il rango di tale matrice & 1 se z, #0V 2, #0; inoltre se ¢ = 0, il punto (0, 0) & ammissibile

windi . . . .
gon ;h l(?3 IJ) acoblapq dei v1r.100h ba rango 0 minore del numero di vincoli; (in questo caso
on sarebbe p0351b1.16 applicare il teorema di Kuhn-Tucker), si verifica che (0,0) & t
di minimo assoluto infatti £(0,0) =0 e a3 +a3 >0 ’ e

Se a = 0 tutti i punti sugli assi sono di minimo assoluto.

Se .. . o .
a#0, tutti i punti ammissibili (per essi 1 #0 A z2#0) sono regolari; essendo z; #0, i

punti ammissibili son i a i i
o del tipo { z;, % ) - Sostituendo nella funzione i punti ammissibili

N ( ) %2
S1 Ottlelle ? X .’L‘l + 3 funZl()ne 11 una Val’labﬂe deﬁ]llta peI T 740, la cul de]l\/ata e\

%) — 2 _ o
f (X3 23 ;? = 0;siha f'(x) = 0 se z; = +/]a]; nei quattro punti (:i:\/[al + |a|>
la f"(21) > 0 percid si tratta di minimi locali. ’

U 3 . .
Chr; ?ltro metodo, utile per confermare quanto ottenuto, & quello delle curve di livello
h +n ?uestz caso hanno la forma di circonferenze con centro nell’origine ed equazione:
a; I — . . ~ 3 .
: (1) i rzlati & conk > 0. Sf.t a#0, il Ylncolo ¢ un’iperbole equilatera riferita agli assi
oordin ¢, sea > 0, giace nel primo e terzo quadrante, altrimenti nel secondo e
quarto; (1) punti di tangenza fra il vincolo e le curve di livello sono: (Va, /@), (—/a, —/a)
sea > Ue(y/—a,—/—a), (—/—a,/ i | ’ intc h
St e(rsezi;n' v la?, ( : —a,1 —a) se a < 0; inoltre, poiché in ogni intom(; di tali
1del vincolo con le curve di livello hanno u i i
pu intersezioni d : on le cu na quota maggiore di quella
(€1 puntl trovati, si tratta di punti di minimo locale stretto (in Figura8.13 ¢ ra .
ilcasoa > 0). ' ppresente
Se a = 0, il vincolo & P'uni i assi inati
, one degli assi coordinati; si & gid veri i i
. 1 vine ; gia verificato che i i
assi sono di minimo assoluto (Figura 8.13). pont sl

X2 Ar

Figura 8.13
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Sia f(z1,22,3) = 31 + m% + :n (funzione di produzione) la quantita di un bene
3
prodotto da una impresa in funz1one di tre risorse 1, z2,x3; € g(z1,22,23) =

E a;x; il costo totale di produzione dove a; = i & il costo di una unita di z;.

a) Si determini il livello minimo della funzione di produzione cortispondente a un
costo totale fissato a C = 20. . —

b) Si determini il costo totale massimo corrispondente a un livello di produzione
fissato a y = 50.

a) 11 problema pud essere modellizzato come segue:

3
min f(z,z2,23) soggettaa E} in; =C, 21,232,233 2 0.
=

La Lagrangiana ¢:

Lz, 22,33, )) = 3@1 + 23 + 55 — Az1 + 232 + 333 — 20)

e la condizione del primo ordine

oL
a1
oL
82
oL
93
T + 21 + 3r3 = 20

3-x=0
21y — 2\

=2z3 —3A=0

Ty =

. . . . . la
Per verificare la condizione del secondo ordine st considera la matrice Hessiana del
Lagrangiana orlata con il gradiente del vincolo.

i minori di ordi = = ¢ trambi il segno (~1)™ = -1, 1a
Se i minori di ordine 3 e 4 (n = 3, m = 1) hanno en { : D= —L A
forma quadratica associata all’Hessiano della Lagrangiana & definita positiva; il nﬁlnogz
principale di ordine 4 & negativo (|A‘ —4), il minore Nord-Ovest di ordine 3 & anch’es

01 2

negativo, infati | 1 0 0| = —2; pertanto il punto trovato & di minimo locale parl 2

2 0 2 ., /N
y = 101.625. La sensibilita del valore di ottimo a una variazione di C & data dax =3
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b) 1l problema pud essere modellizzato come segue:
maxzzm- soggetts 3 2422 =50 >0
‘ ggettaa 3z +z5+25 =50, 2),29,23 > 0.
i=

La Lagrangiana &:

Lz, 22,23, ) = 21 + 23, + 3z3 — M3z + ;L% + 2,% - 50)

¢ la condizione del primo ordine

oL
Bz 1
oL
8z2
oL 3 —2z3A
0z3 3
33y + 23 +a3 =50 TL= 15

I-32=0

=2 225X

Per verificare la condizione del secondo ordine, si considera, come nel punto a), la
matrice Hessiana della Lagrangiana orlata con il gradiente del vincolo.

0
3

6 9

3
0
0
0

9

Se il minore di ordine 3 ha il segno (—1)™*! = 1 e il minore di ordine 4 ha il segno opposto

—1, la forma quadratica associata all’Hessiano della Lagrangiana & definita negativa; il
0 3 o6

minore principale di ordine 3 & positivo 3 0 0 | =6/ eil minore Nord-Ovest
6 0 2
_ 3
di ordine 4 & negativo (|A| = —4), percid il punto trovato & di massimo locale paii a
y = 26.41. La sensibilita del valore di ottimo a una variazione di y & data da X = 0

\

—

8.26  Si considerino due individui e due beni. Le funzioni utilita dei due individui sono:
v=uw(z, 1) € v=uv(y,y)

dove z; e z; sono le quantita dei beni 1 e 2 consumate dal primo soggetto e y; e 2
sono le quantita dei beni 1 e 2 consumate dal secondo soggetto.

La quantita disponibile del bene 1 & z,, quella del bene 2 & z,.




