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Integrazione elementare

Esercizio 10.1, pag. 270 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali indefiniti:

D [x>dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

In questo caso, si tratta di un integrale elementare. Applicando la formula generale

n+1

[x™dx = J;H + ¢, n # —1 della Tabella 1 otteniamo
J x5 dx = x—6 +c
6
4_o.3
m [ dx
Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il numeratore
ha lo stesso grado del denominatore. Applicando semplicemente la proprieta di
omogeneita dell’integrale (ovvero “portando fuori” le costanti moltiplicative) e la
proprieta di additivita dell’integrale (ovvero “spezzando” il calcolo della primitiva di una

somma di funzioni nel calcolo della somma di due o pit1 primitive) otteniamo

x*—8x3+7 1 1
[£25257 4y [ae—s [Lacsr [ Las
x4 x x4

x—3
=x—8ln|x|+7-<_—3>+c

7
=x—8ln|x|—§+c


https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1007s
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V)  [dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Dopo aver riscritto I'integrale nella forma

[ e[ L= [
—dx = | dx= | x 2dx
Vx ;

x2

n+1

applicando alla formula generale [ x™ dx = ~— + ¢, conn # —1, otteniamo

n+1

+c=2JVx+c

V) f(e* + 1) dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Applicando semplicemente la proprieta di additivita dell’integrale, otteniamo

f(ex+1)dx=fexdx+fdx=ex+x+c

Esercizio 10.2, pag. 270 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali indefiniti:


https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1036s
https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1141s
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2x+1
D) [Z—dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda € una funzione razionale fratta in cui numeratore e

la derivata prima del denominatore. Applicando semplicemente il Teorema 1 (ovvero

1o 5 .
f el dx = In|f(x)]) otteniamo

2x + 1 )
f > dx =In|x*+ x|+ ¢
x%+x

II) f x+4

x2+8x+11

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il numeratore
non e esattamente la derivata prima del denominatore. Tuttavia, possiamo moltiplicare e

dividere per 2 al fine di applicare il Teorema 1. Otteniamo

J x+4 d _Z.f x+4 d
2+8x+11 "2 J2+8x+11"

1 2x + 8

el I
zfx2+8x+11 x

1
= Elnlx2 +8x+ 11| +¢

m [ ——dx

Clicca qui per la soluzione video



https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1234s
https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1502s
https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1710s
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Soluzione.
In questo caso, sapendo che la derivata prima di f(x) =Inx e f'(x) zi , possiamo

applicare direttamente il Teorema 1. Otteniamo

1 1/x
f dx=]—dx=ln|lnx|+c
xlnx Inx

V) [=

3—eX

Soluzione.
In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il numeratore
non e esattamente la derivata prima del denominatore. Tuttavia, possiamo moltiplicare e

dividere per (—1) al fine di applicare il Teorema 1. Otteniamo

J‘ e* ; _(—1) e* ;
3_ex T () ) 3—ex™
—eX
=_f3—exdx
=—In|3—e*|+¢

V) [—

1+eX

Soluzione.
In questo caso, possiamo aggiungere e sottrarre e* a numeratore e applicare poi la
proprieta di additivita dell’integrale al fine di applicare, successivamente, il Teorema 1.

Otteniamo

J‘ 1 d _f1+ex—exd
1+ e* = 1+ e* x

_f1+exd .j‘ e* p
T 14 ex x 1+ e* X
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ex
= | dx — d
J x fl-i—ex x

=x—In(1+e¥)+c

Si noti che possiamo scrivere In(1 + e*) utilizzando le parentesi tonde anziché il valore

assoluto in quanto I"argomento del logaritmo e positivo per ogni valore di x € R.

Esercizio 10.2, pag. 270 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali indefiniti:

) [e**3dx

Soluzione.
In questo caso, possiamo moltiplicare e dividere per (—1) al fine di applicare il Teorema 4

(ovvero [ f'(x)ef® dx = e/™® + ). Otteniamo

f e—x+3 dx = % . e—x+3 dx

= —f(—l) ce 3 dx

=—e 3 t¢

V) [(2x + 4)¢ dx

Soluzione.
In questo caso, possiamo moltiplicare e dividere per 2 al fine di applicare il Teorema 2.

Otteniamo

f(2x+4)6dx=z-f(2x+4)6dx
2
=%f2(2x+4)6dx
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1 (2x+4)’
55 ¢

(2x + 4)7
——14 +c

V) [V3x + 1dx

Soluzione.
In questo caso, possiamo moltiplicare e dividere per 3 al fine di applicare il Teorema 2.

Otteniamo

3
jv3x+1dx=§-jv3x+1dx
1
=§j?n/3x+1dx
1 1
=§f3(3x+1)2dx
1 (3 1)§
x+1)2
::g' § +c
2

2
=3 Bx+1)3+c

VD) [——dx

E9e=7/

Soluzione.
Anche in questo caso, possiamo moltiplicare e dividere per 3 al fine di applicare il

Teorema 2. Otteniamo

1 3 1
—dxz—-f—dx
f\/Sx—7 3 JA\3x—-7

1 1
=§f3(3x—7) 2dx
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1
3x —7)2
%“

2
2
=§v3x—7+c

1
3

i [ dx

Soluzione.
In questo caso, essendo 1/x la derivata prima di f(x) = Inx, possiamo applicare

direttamente il Teorema 2. Otteniamo

J‘ln“xd _J‘l(l Y _(lnx)5+ _1n5x+
—dx= | —(nx)*dx=— c=——+c

XI1V) dx

Vi+lnx
=

Soluzione.
Anche in questo caso, essendo 1/x la derivata prima di f(x) = 1 + Inx possiamo applicare

direttamente il Teorema 2. Otteniamo

3
1+Inx)2 2
¥+c=§ 1+mnx)3+c

2

Vv1+Inx 1 1
dexz f;(1+lnx)§dx=

Esercizio. Determinare I'integrale indefinito di

x%+1
x+1°

Clicca qui per la soluzione



https://www.youtube.com/watch?v=LI3q6HZ4k2E&t=1821s
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Integrazione per sostituzione
Esercizio 10.11, pag. 273 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali indefiniti:

0, fezx+3exdx

eX+1

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Poniamo e* =t, ovvero x = Int, da cui dx = %dt. Applicando la regola di sostituzione

otteniamo

fe2x+3exd _Jt2+3t 1dt
e +1 T TTr1 T
t(t+3) 1
:f!._dt

t+1 t

_hft4-3dt
t+1

1
— [ e [ e

Aggiungiamo e sottraiamo 1 al numeratore del primo integrale e otteniamo

jt“_l j i = (| f dt+3J dt
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1

[aer2[ Aa
t+1

=t+2Injt+1]|+c
=eX*+2In(e*+1)+c¢

Si noti che possiamo scrivere 2In(e* + 1) utilizzando le parentesi tonde anziché il valore

assoluto in quanto I’argomento del logaritmo e positivo per ogni valore di x € R


https://www.youtube.com/watch?v=J7hDOEqZY4c&t=36s
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2e il=63
[ ryp—— dx
Clicca qui per la soluzione video
Soluzione.
. _ . 1 . .
Poniamo e™ =t, ovvero x =—Int, da cui dx=—-dt. Applicando la regola di

sostituzione otteniamo

Zel—x
f 1+ e72x dx

V) f 2e*

(e*=2)(e*+1)

Soluzione.

2e-e”*
f1+e‘2"dx

Z2e -t 1
J1+t2'(_?>dt

1
_Zef1+t2dt

—2earctan(t) + ¢

—2earctan(e ™) + ¢

Poniamo e* =t, ovvero x =Int, da cui dx = %dt. Applicando la regola di sostituzione

otteniamo

2e*
J (e*—=2)(e*+ 1)

10

di = 2t 1d
x‘f(t—zxtﬂ)'? t

P (B S
= f(t—Z)(t+1) t


https://www.youtube.com/watch?v=J7hDOEqZY4c&t=791s
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A questo punto, dobbiamo calcolare I'integrale di una funzione razionale fratta in cui il
polinomio a denominatore, P,(x), € di grado 2 ed ha 2 radici distinte, t =1 e t = 2.

Otteniamo

zf(t—z)l(t+1)dt=2[(%+t+il)dt

In particolare, deve essere

1 A B

C—2)C+1) -2 t+1

da cui
At+1)+B(t—-2)=1
che riscriviamo come uguaglianza tra due polinomi di grado 1:
(A+B)t+(A—-2B)=0t+1.

Per il principio di identita dei polinomi,

w+3=0

a=tp-_1L
A-2B=1 732573

Quindi,
1 11 11
(t—2)(t+1) 3t—2 3t+1

A
[ (ot =2 a3 751)

2
= §ln|t — 2| ——ln|t +1|+c¢

2 2
= §ln|ex - 2| —§ln(ex +1)+c

11
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Integrazione per parti

Esercizio 10.9, pag. 273 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

D [x%*e*dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Integriamo per parti prendendo x? come fattore finito ed e* come fattore differenziale;
poniamo quindi f(x) = x? e g'(x) = e*. Ora, deriviamo f(x) e scegliamo una qualsiasi
primitiva di g'(x) = e*. Allora, f'(x) = 2x e g(x) = e*; pertanto, applicando la formula di

integrazione per parti otteniamo
fxzex dx = x%e* — f 2xe* dx = x%e* — 2 f xe* dx

Integriamo nuovamente per parti prendendo x come fattore finito ed e* come fattore
differenziale; poniamo quindi f(x) = x e g'(x) = e*. Allora, f'(x) = 1 e, di nuovo, g(x) =

e”; pertanto, applicando la formula di integrazione per parti otteniamo

x%e* — 2 f xe*dx = x%e* — 2 (xex - j ex dx)

= x%e* —2xe* +2e* + ¢

=e*(x?—-2x+2)+c

1I1) [ xIn?x dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

12


https://www.youtube.com/watch?v=J7hDOEqZY4c&t=1151s
https://www.youtube.com/watch?v=J7hDOEqZY4c&t=1592s
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Integriamo per parti prendendo In* x come fattore finito e x come fattore differenziale;

poniamo quindi f(x) =In*x e g'(x) = x.

Allora f'(x) = 2Inx - G) eglx) = %; pertanto, applicando la formula di integrazione per

parti otteniamo

2

x? 1\ x
fxlnzxdlenzx-——J21nx-(—)-—dx
2 X 2

1
=§x21n2x—Jxlnxdx

Integriamo nuovamente per parti prendendo Inx come fattore finito e x come fattore
xZ

differenziale; poniamo quindi f(x) =Inx e g'(x) =x. Allora, f'(x) =% e glx) = Y

pertanto, applicando la formula di integrazione per parti otteniamo

1 1 x2 1 x?
—lenzx—Jxlnxdx=§x21n2x— lnx-——f;-—dx

2 2 2
1 1 1
=Ex21n2x—<§x21nx—zjxdx)
1

1 1
=Elen2x——x21nx+zx2 +c

_L 2(1 2x—1 +1)+
—ZX n-x nx > c

Esercizio 10.10, pag. 273 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

Vi) [ e*cosxdx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Integriamo per parti prendendo cosx come fattore finito e e* come fattore differenziale;

poniamo quindi f(x) = cosx e g'(x) = e*.

13


https://www.youtube.com/watch?v=J7hDOEqZY4c&t=2060s
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Allora f'(x) = —sinx e g(x) = e*; pertanto, applicando la formula di integrazione per

parti otteniamo
fex cosxdx = cosx-e* — f(—sinx) -e*dx =e*cosx +fexsinxdx

Integriamo nuovamente per parti prendendo sinx come fattore finito e e* come fattore
differenziale; poniamo quindi f(x) = sinx e g'(x) = e*. Allora f'(x) = cosx e g(x) = e*;

pertanto, applicando la formula di integrazione per parti otteniamo
f e*cosxdx = e*cosx + e*sinx — f e* cos x dx.

Portando — [ e* cos x dx a sinistra del segno di uguaglianza (e sommando la costante c),

otteniamo

Zfexcosxdx =e*cosx +e¥sinx+c

da cui, dividendo per 2,

1
fexcosxdx=Eex(cosx+sinx)+k, k=c/2

Integrazione di funzioni razionali fratte (radici reali)

Esercizio 10.6, pag. 272 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare il sequente integrale indefinito:

f 3x+1
x2-5x+6

1V)

Clicca qui per la soluzione video

14


https://www.youtube.com/watch?v=jKmTzoLjMQc&t=199s
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Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il grado del
polinomio a numeratore, P; (x), € minore del grado del polinomio a denominatore, P,(x).
Si ha P,(x) =0 per x =2 o per x =3, quindi dobbiamo calcolare l'integrale di una

funzione razionale fratta in cui P,(x) e di grado 2 ed ha 2 radici distinte:

J‘ 3x+1 dx = 3x+1 d
25246 Jx-2)x-3)""

Utilizziamo il metodo dei fratti semplici. Dobbiamo determinare due costanti A e B tali che

3+l _ A B
(x—2)(x—3) x—-2 x-3

Si ha
Ax—3)+B(x—-2)=3x+1

che possiamo riscrivere come uguaglianza tra due polinomi di primo grado:

(A+B)x—3A—-2B=3x+1

Per il principio di identita dei polinomi,

A+B=3 I
o s =A=-TB=10
Quindi,
A N B _ 7 N 10
x—2 x—-3 x—-2 x-3
e

j<A+B)d—7f 1d+10f 1d
x—2 x-—3 = x—Zx x—3x

=—7In|lx — 2|+ 10In|x — 3| + ¢

15
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Esercizio 10.8, pag. 272 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali indefiniti:

dx

xX2+7x+14
D =

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il grado del
polinomio a numeratore, P;(x), ¢ maggiore del grado del polinomio a denominatore,
P,(x). Dobbiamo quindi eseguire preliminarmente la divisione tra P;(x) e P,(x) (per un
ripasso del metodo “in linea” per la divisione tra polinomi si rimanda al seguente video

del Prof. Magni: Divisione tra polinomi - Metodo "in linea"). In particolare,

X%+ 7x + 14
=x+5+—
x+ 2 + 2
da cui
sz+7x+14d _j( +5)d "'J )
x+ 2 = % x x+ 2 X
1
=fxdx+5fdx+4f dx
x+ 2
x2
=7+5x+41n|x+2|+c
V) f3x3—50x2+81x—27 dx
x2—-16x+15
Soluzione.

Anche in questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il grado
del polinomio a numeratore, P;(x), € maggiore del grado del polinomio a denominatore,
P,(x). Dobbiamo quindi eseguire preliminarmente la divisione tra P;(x) e P,(x). In

particolare,

16


https://www.youtube.com/watch?v=jKmTzoLjMQc&t=864s
https://www.youtube.com/watch?v=BKi8DprGV_s&t=0s
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3x3—50x2+81x—27_3 S 4x + 3
X2 —16x+15 X2 — 16x + 15

J‘3x3—50x2+81x—27d _f3 ; de +f 4x + 3
X2 — 16x + 15 X= ) oxax T ) %2 _16x + 15

I primi integrali sono determinabili direttamente:

f3x3—50x2+81x—27d 8 5 +f 4x + 3
LR x x2 — 16x + 15°

x? —16x + 15 2
Concentriamoci ora sul terzo addendo del membro di destra. In esso, il grado del
numeratore, P;(x) = 4x + 3, € minore del grado del denominatore, P,(x) = x* — 16x + 15.
Si ha P,(x) = 0 per x =1 o x = 15 quindi dobbiamo calcolare l'integrale di una funzione
razionale fratta in cui P,(x) e di grado 2 ed ha 2 radici distinte. Utilizziamo il metodo dei

fratti semplici. Dobbiamo determinare due costanti A e B tali che

4x+3 4x + 3 A N B
x2—16x+15 (x—-1)(x—15 x—-1 x-15

Si ha
A(x—15)4+B(x—-1)=4x+3

che riscriviamo come uguaglianza tra due polinomi di primo grado:
(A+B)x —15A—B = 4x + 3.

Per il principio di identita dei polinomi,

A+B=4 19
{—15A—B=3:>A_ 2B=3

17
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Quindi,
1
x—1

1
x — 15

4x + 3 _
x2 —16x + 15

1 9
2 2

32+f @x+3 3, 2+1f1+9f 1
2 T e qex+15 T2 T ) x—1 2)x—15%*

_3 2 11| 1|+91| 15| +
—Zx X an an C

Esercizio 11.2, pag. 301 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare il sequente integrale definito:

I) fls °__dx

x(x+3)

Soluzione.

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il grado del
polinomio a numeratore, P; (x), € minore del grado del polinomio a denominatore, P,(x).
Si ha P,(x) =0 per x =0 o per x =3, quindi dobbiamo calcolare l'integrale di una

funzione razionale fratta in cui P, (x) e di grado 2 ed ha 2 radici distinte:

f5 3 p _fS(A+ B )d
; x(x+3) *= . \x  x+3 x

Dobbiamo determinare due costanti 4 e B tali che
A(x+3)+Bx =3
che riscriviamo come uguaglianza tra polinomi di primo grado:

(A+B)x+3A=0x+3

18
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Per il principio di identita dei polinomi,

{A+B=0

34 = 3 =>A=1B=-1

Quindi

f dx_f 13

= [In|x|]3 — [In|x + 3|13
=In5-In1—(In8—1n4)

[ G

Applicando alcune proprieta dei logaritmi otteniamo

8 5
In5—In1—(In8—1n4) =ln5—an=ln5—1n2=ln§

Integrazione di funzioni razionali fratte (radici complesse)

Esercizio.

L'integrale indefinito di f(x) = —= ¢

7+x2

05 4 1
A. In(x?> +7)7%° + \/_arctan (\/_) +c
-0.5
B. \/_arctan (\/_) +In(x2+7)"% +¢
C. In(x?+7)+ \/_arctan (\/_) +c

2 05 4 2
D. In(x*+7) \/_arctan (\/_) +c

Soluzione.

Notiamo che il polinomio P,(x) = 7 + x? non si annulla per nessun valore di x reale: le sue

radici sono complesse. Non possiamo dunque applicare il metodo di integrazione dei fratti

semplici. Allora, cerchiamo di semplificare I'integrale applicando la proprieta di additivita

dell’integrale:

19
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j‘Z—xd _J 2 4 J X d
7 + x2 X = 7+x2x 7+x2x

Lavoriamo ora separatamente sui due integrali. Il primo integrale &

[75=e
7 + x2 X

Raccogliamo 7 a fattor comune e applichiamo la proprieta di omogeneita dell’integrale per

“portare fuori” le costanti moltiplicative dal primo integrale:

J‘ 2 d ZJ' 1 g 2 1 J
X == X = — — = ax
7 + x2 7 x2 7f x\2
Larr 1+(3)

Moltiplichiamo e dividiamo per 17, che ¢ la derivata di f(x) = x/V/7, al fine di applicare il

Teorema 5; otteniamo

1
/4 1 21
7fT(§)zdx=7fI ) I
2 7 1+(5)
da cui
4
2 1 2 2 x
7JT(%)2dx = WJT\/Z)ZCDC = ﬁarctan <W) +c
V7
Ora lavoriamo sul secondo integrale:
x
- f 7 +x2 dx.

Moltiplichiamo e dividiamo il secondo integrale per 2 al fine di applicare il Teorema 2:

f X dy = fl 2x J
7+x2 " 2 7T+x2 ™

X 1 2x 1
—f dx=——f dxz—iln(7+x2)+c.

da cui

7 + x2 2) 7+ x2
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Possiamo allora scrivere

fz_xd - (x) 11(7+ 2)
7+x2 .9('—\/731"(331'1\/7 Zn X C

Applicando, infine, la proprieta dei logaritmi detta “regola dell’esponente”, ovvero

log,(b°) = clog, b, otteniamo

2 X 1 2 x
—=arctan (—) —>In(7 + x*) + ¢ = —=arctan (—) +In(7 +x2)™%5 + ¢

V7 V7/ 2 V7 V7

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) € la B. Si riporta di seguito un esempio di griglia.

Esercizio 10.13, pag. 273 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare il sequente integrale indefinito:

m [

16+x2

Soluzione.

Prima di tutto, raccogliamo 16 a fattor comune:

f iy f 11 1
x=| ——dx = e

16 + x2 x2 16 x\?2
16<1+E> 1+(7)

Ora possiamo procedere in due modi alternativi:
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1. risolvendo l'integrale cosi ottenuto per sostituzione

2. applicando il Teorema 5, ovvero [ T f f(zx(l) dx = arctan f(x) + c.

Integrazione per sostituzione
Poniamo = = t, ovvero x = 4t, da cui dx = 4dt. Applicando la regola di sostituzione

otteniamo

1 1 1 1 1 1 X
16 T(E)de =Tel T3 4dt = Zarctan(t) +c= Zarctan (Z) +c
4

Teorema 5
Moltiplichiamo e dividiamo per 1/4, che e la derivata di f(x) = x/4, al fine di applicare il

Teorema 5. Otteniamo

Esercizi vari

Esercizio. Si determini la primitiva F(x) della funzione f(x) = 2x3 tale che

e F(0)=4
e F(1) =2

Clicca qui per la soluzione video

Esercizio 10.14, pag. 274 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare la primitiva della funzione f(x) = % passante per il punto P(0, 2).
—X

Soluzione.
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Determiniamo innanzi tutto I'integrale indefinito
[
———=dx.
V1 —x3

1
Poniamo V1 — x3 = t, ovvero x = V1 — t3 = (1 — t3)3, da cui
1 2 t2
dx==(1-1t3)73.(=3t?) = —ﬁdt.
3 (=D

Applicando la regola di sostituzione otteniamo

jx—zdx=j(3“1_t3)2.<_ t* )dt
Vi-x3 t V=)’

=—jtdt

t2
= —?+C
- (V=) +c

1
=—E3 (1-x3)2+c

Tra tutte le funzioni del tipo —%3{/(1 —x3)% + ¢, dobbiamo identificare quell'unica F(x)

tale che assume il valore 2 in x = 0, ovvero

1
F(0)=—§3 (1-03)2+c=2

—stc=
c=2+3
5
“72

Pertanto, la primitiva della funzione f(x) passante per il punto P (0, 2) ¢ data da
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F) = — 23— 42
X) = 2 X 2

Esercizio 6, prova finale MGF del 14/06/2022
Sia f(x) = Inx + x, allora una sua primitiva é
A. F(x) = xInx + x?
B. F(x) =x +Inx?
C. F(x) =xInx — x + 0.5x2
D. F(x) = x —Inx — 0.5x?

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Applicando inizialmente la proprieta di additivita dell’integrale otteniamo

f(lnx+x)dx=flnxdx+fxdx

Ora integriamo per parti il primo integrale prendendo Inx come fattore finito ed 1 come
fattore differenziale; poniamo quindi f(x) =Inx e g’'(x) = 1. Allora f'(x) = i e glx)=x;

pertanto, applicando la formula di integrazione per parti otteniamo

1
flnxdx+fxdx:lnx-x—f;-xdx+fxdx

=xlnx—de+fxdx

x2
:xlnx—x+7+c

=xlnx—x+05x*+¢

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la C. Si riporta di seguito un esempio di griglia.
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Esercizio 6, prova finale MGF del 30/06/2022

x%+x-1

Sia f(x) = . Si determini l'integrale indefinito:
1 5 2

A. —2x2 + 0.4x2z — gxl's +c

B. 0.4x%° — §x1'5 — 2x%° 4 ¢

C. 0.4x2%5 — §x1'5 — 253U L

. §x1'5 + 0.4x2%° — 2x95 4+ ¢

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Applicando inizialmente le proprieta di omogeneita e additivita dell'integrale otteniamo

xrxol, f dx + f d f d
X = x —dx — | —=dx
Successivamente, applicando alcune proprieta delle potenze, otteniamo

(2-3) (1-3) :

j—dx+f—dx—J—dx—J dx+f de—jx_idx
1 1

fxidx+fx§dx—fx_fdx

3

x§+1 x§+1 x—%-l'l

= + - +c
3 1 1
7+1 7+1 —§+1
25 23 1

=§x2 +§x2 —2x2+c

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la D. Si riporta di seguito un esempio di griglia.
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Esercizio 3, prova MGF del 17/01/2023
Si determini l'integrale indefinito di f (x) = xe*:
A x(e*+1)+c
B. e*(x+1)+c
C. e*(x—1)+c
D. x(e*—-1)+c

Soluzione.
f xe* dx

Integriamo per parti il primo integrale prendendo x come fattore finito ed e* come fattore
differenziale; poniamo quindi f(x) =x e g'(x) =e*. Allora f'(x) =1 e gx) =e*;

pertanto, applicando la formula di integrazione per parti otteniamo

fxexdxzxex—fexdx
=xe*—e*+c¢

=e*(x—1)+c

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la C. Si riporta di seguito un esempio di griglia.
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Esercizio 11.1, pag. 301 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare i sequenti integrali definiti:

I) f_ll(x5 —x)dx

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Applicando la proprieta di additivita dell’integrale (Proprieta 4), ovvero

b b b b
f(f1(x>+fz<x)+-~+fn(x))dx=f fl(x)dx+f fz(x)dx+---+f fu(0) dx,

otteniamo

fle=num=[= dx_f:xdx
“fi L
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1) ff x?1n(2x) dx
2

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Integriamo per parti prendendo In(2x) come fattore finito ed x* come fattore differenziale;

poniamo quindi f(x) = In(2x) e g'(x) = x%. Allora f'(x) = % 2 = % eglx) = ?; pertanto,

applicando la formula di integrazione per parti otteniamo

1 x3'1 11 43
2 — St I
J-lx n(2x) dx lln(Zx) =, Lx 3dx
2 2
1 -1 1 1
—_|1=.3 __ 2
= [3x ln(2x)_l SLX dx
2 2
1 1 137
= |=x31n(2 ——|=
[3x n(2x)}, 3[311
2 2
—— 1
1 2. In(2- 1) 1(1)31<2 1) 1 (13 (7)
~3 n 3'\2) "M“2)73 3773
_1l 5 1 (1 1)
—31473°'\37 1
_1l , 7
—3 14T

V) fol(ex +e™* +e?*)dx

Soluzione.
Poniamo e* = t, ovvero x = Int, da cui dx = %dt. Applicando la regola di sostituzione e,

successivamente, la proprieta di additivita dell’integrale (Proprieta 4) otteniamo
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1
f (e*+e™™ + e?)dx = J (t+t71+t2) -?dt

1
=f<1+—+t)dt
tZ

1 t?
=t—?+?+c
Sostituendo e* a t,
2x
X -X 2x — x_i 2
(e*+e ™ +eXdx=ce + +c
ex 2

Considerando gli estremi di integrazione,

1
f (e*+e™ +e*)dx =
0

1 erl
ex——+—l
ex 2 0

1 e? 1
=e—1—;+1+7—z
_ 1 1 > 1
—e——+ze —E

VI) f02 V2x + 1dx

Soluzione.
Al fine di applicare il Teorema 2, moltiplichiamo e dividiamo per 2, che e la derivata di

f(x) = 2x + 1; otteniamo

2 2 2
fv2x+1dx=§f V2x + 1dx
0 0
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1 2
=§f 2V2x + 1dx
0

1 [? 1
=—f 2(2x + 1)2dx
2 0

- 3 2
1| @2x+ 1)z
2 3

2 0
112
= E 5\/ (ZX + 1)3]
! 0
- %(;/(z 2+ 1)° —;/(z 0+ 1)3)

2

=%(\/ﬁ—1)
=2 (V5 -1)

Esercizio 11.3, pag. 301 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare I'integrale definito f_zz f(x) dx essendo:
_(x+2 se x=0
f(x)_{—x+4 se x<0

Soluzione.
In questo caso, si tratta di una funzione definita a tratti, per cui sfruttiamo la proprieta di

additivita dell'integrale rispetto all’intervallo di integrazione, ovvero
b c b
f f(x)dx = f f(x)dx +f f(x)dx, ¢ € [a,b]
a a Cc
Risulta

J_zzf(x)dx=fo(—x+4)dx+foz(x+2)dx

=7

0 0 2 2
=—f xdx+4f dx+fxdx+2fdx
-2 -2 0 0

— xz ’ 4 0 xz : 2 2
——H_; [x]_2+[7]0+ 13
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3 02 (_2)2 22 02
—<7— > >+4-(0—(—2))+<7—?>+2'(2—0)

=2+8+2+4=16

Calcolo di aree

Esercizio 11.9, pag. 302 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)
Calcolare I'area della parte di piano individuata dall’asse x e dalle seguenti curve (negli intervalli a

fianco indicati):

1 3
my = ni’: L [-,0]

Soluzione.

lnixf) nell’intervallo

E innanzi tutto necessario studiare il segno della funzione f(x) =

indicato. Trattandosi di una funzione fratta, la condizione e verificata soltanto se il

numeratore (N) e il denominatore (D) hanno lo stesso segno.
(N) In(x+3)>0sex>-2;
(D) x+3>0sex>-3.

Andiamo, quindji, a studiare il segno della disequazione fratta nei singoli intervalli in cui e

definita, con l'ausilio della seguente tabella:

(—o0,-3) (-3,-2) (=2,4)
™) © @ ®
© = @ ®
™
D) ) =) )
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In(x+3)

La condizione > 0 e verificata per x < —3 e per x > —2. Pertanto, la funzione ¢
positiva negli intervalli (—o,—3) e (—2,+) e negativa nell'intervallo (—3,-2). In
particolare,

¢ f()<0in(-3-2)

e f(x)>0in(-2,0)

(si veda anche la figura sottostante).

Pertanto, occorre calcolare 1'area come somma di aree applicando i rispettivi integrali
definiti con il segno opportuno. In particolare, tenendo conto che la derivata di g(x) =
In(x + 3) € g'(x) = 1/(x + 3) e che la funzione integranda puo essere riscritta come g’(x) -

g(x), possiamo applicare il Teorema 2:

“2In(x + 3) % In(x + 3)
Area = —f —dx+f — " dx
_% x+3 , x+3

(In(x + 3))21‘2 [(ln(x + 3))zl°
—_— + —_—
2 5 2
_E _2
2

(In(=2+3)2 (ln (—% U 3)) N l(ln(o +3))%  (In(=2+3))?
2 2

2 2

—1(1 1>2+1(1 3)2
—Z\z) Tun

1 1
=§(ln1—ln2)2 +Eln23
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1 1
= Elnz 2 +Eln2 3

1
= E(ln2 2 +1n%3) ~ 0.8437

V) y=+x—x in[0,2]

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.
E innanzi tutto necessario studiare il segno della funzione f(x) = Vx — x nell'intervallo
indicato. Si ha Vx —x > 0 se e solo se Vx > x, ossia x > x2, da cui x —x? > 0. Questo
polinomio e positivo per x € (0, 1). Pertanto,

e f(x)>0in(0,1)

e f(x)<0in(1,2)

(si veda anche la figura sottostante).

Pertanto, occorre calcolare 1'area come somma di aree applicando i rispettivi integrali

definiti con il segno opportuno. In particolare,

Area=jol(\/§—x)dx—.[12(\/§—x)dx

1 1 2 2
=f\/§dx—fxdx—f\/§dx+fxdx
0 0 1 1
2 318 k21" 2 312 [x2)°
— 12z =] = |2,2 r
3x]0 IZL 3x]1+l2L
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2 3 2 3 12 0%\ /(2 3 2 3 22 12
=(5'12‘5'02)‘(7‘7)‘(5'22‘5'“)+<T7>
-()-6)-G7 -

3 2 3 3 2

_7_ 2 23 ~ 0.4477
3 3 e

x2-2x .
in [0, 3]
x+1

Vy =

Soluzione.

Prima di procedere con il calcolo dell’area, e necessario studiare il segno della funzione

x2-2

f(x) - x+1x

f(x) > 0 e verificata soltanto se il numeratore (N) e il denominatore (D) hanno lo stesso

nell’intervallo indicato. Trattandosi di una funzione fratta, la condizione

segno.
(N) x%2—2x>0sex<0 oppure sex > 2;

(D) x+1>0sex>-—1.

Andiamo, quindji, a studiare il segno della disequazione fratta nei singoli intervalli in cui e

definita, con l’ausilio della seguente tabella:

(—o0,—1) (—1,0) (0,2) (2, 4)
(N) (+) (+) (=) (+)
(D) =) (+) (+) (+)
(N)
D) (=) (+) (=) (+)

x2-2x

La condizione > 0 e verificata per —1 <x < 0 e per x > 2. Pertanto, la funzione e

positiva negli intervalli (—1,0) e (2,+0o0) e negativa negli intervalli (—oo,—1) e (0,2). In

particolare,
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e f(x)<0in(0,2)
e f(x)>0in(2,3)

(si veda anche la figura sottostante).

Pertanto, occorre calcolare 1’area come somma di aree applicando i rispettivi integrali

definiti con il segno opportuno. In particolare,

2x2 - 2x 3x2%2 —2x
Areaz—f dx+f dx
o Xx+1 , x+1

In questo caso, la funzione integranda e una funzione razionale fratta in cui il grado del
polinomio a numeratore, P;(x), € maggiore del grado del polinomio a denominatore,
P,(x). Dobbiamo quindi eseguire preliminarmente la divisione tra P;(x) e P,(x). In

particolare,

da cui

2 2 3 3 3 3
Area=—<£(x—3)dx+f0x+1dx)+<f2 (x—3)dx+f2x+1dx>
2 2 2 1 3 3 3 1
= — fxdx—Sfdx+3f dx | + fxdx—3fdx+3f dx
0 0 o X+1 2 2 , x+1

x2]? x2]’
=— (l;l — 3[x]§ + 3[In|x + 1|]§> + [71 — 3[x]3 + 3[In|x + 1]]3
0 2
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22 02 32 22
=—(7—7—3-(2—0)+3-(ln3—ln1)>+7—7—3-(3—2)+3-(ln4—ln3)

9
=—2+6—3ln3+§—2—3+31n4—31n3

7
=§+3ln4—6ln3

7 43
=§+ll’1¥

26

7
=§+ll’1¥

—7+l (2)6
—27 3

—7+6l 2 1.0672
=3 n3~.

Esercizio 11.10, pag. 302 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)
Calcolare I'area della regione di piano compresa tra il grafico della funzione f(x) = 4x? e il grafico

della funzione g(x) = 8x + 5 e il primo quadrante del piano cartesiano.

Soluzione.

I grafici delle due funzioni si intersecano per x tale che f(x) = g(x), cioe
4x> =8x+5 = 4x2 —8x — 5= 0.

Le soluzioni dell’equazione sono

_8+\/(—8)2—4-4-(—5)_8+\/144_8+12_20_5_25
X1 = 8 -8 8 8 2 ”
e
8-(-8)2-4-4-(-5) 8-V144 8-12 4 1 _ 05
X2 = 8 -8 8 8 2 7

a cui corrispondono, rispettivamente, i valori
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Tuttavia, la soluzione (—0.5,1) non e accettabile perché tale punto non appartiene al primo
quadrante del piano cartesiano. Pertanto, I'unica soluzione accettabile & (2.5, 25). Inoltre,
4x* — 8x — 5 < 0 per x € (0,2.5), cioe f(x) < g(x) per x € (0,2.5), quindi il grafico di g(x)
giace al di sopra del grafico di f(x) nell'intervallo considerato. L’area da calcolare e
rappresentata nella figura sottostante dalla regione ombreggiata in arancione compresa tra
il grafico di g(x) (in blu), il grafico di f(x) (in rosso) e il primo quadrante del piano
cartesiano (in verde la porzione di asse y che delimita la ragione). In particolare, essa &

data dalla differenza

> 5
fz(g(x) —f(x)) dx = f2(8x +5—4x?)dx.
0 0

-30
(2.5,25)
-20
-10
5 0 5 10

Pertanto,

5 5
2 2
Area = f (8x +5)dx — f 4x? dx
0 0
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5 5 5
2 2 2
=8f xdx+5f dx—4f x% dx
0 0 0
2E 5 3E
2 2 2
- l% + 5[x]Z — 4 %]
0 0
5\2 5\3
INICERORNE C-0)-4 G o
2 2 2 3 3

85t 4+

_ o 25 125
a 2 6
100 50
= T =— = 16.67

Esercizio 4, prova MGF del 16/02/2022

Determinare ’area delimitata dalle funzioni f(x) = e_g e g(x) = x% + 3 nell’intervallo [0, 2]:

e 20

A. _E+?
B. 242
e 3
c. 242
e 3

D, —S

e 3

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.
Prima di procedere con il calcolo dell’area, e necessario verificare il posizionamento

relativo dei grafici sul piano cartesiano. Si ha

9(0) =3>1= f(0).

Inoltre,
o g'(x) =2x>0su(0,2)

o f'(x)= —%e% < 0su (0,2)
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Pertanto, g(x) e strettamente crescente e f(x) e strettamente decrescente su [0,2]. Questo
implica che g(x) > f(x) nell'intervallo considerato, cioe il grafico di g(x) sta al di sopra

del grafico di f(x). L’area delimitata dalle due funzioni e dunque ottenuta come

2
f (g(0) = f(x))dx
0

e, in particolare,

2 2
Area = f (x%2+3)dx — f e 2dx
0 0

2 2 2 x
=jx2dx+3jdx—J e 2dx
0 0 0

2 2 22
=fx2dx+3fdx——f e 2dx
0 0 2 ),

2

2 2 1 x
=jx2dx+3f dx+2J (——)e‘idx
0 0 0 2

= I);:L + 3[x]2 + 2 [e_%]z

2> 03 2z 0
=?—?+3-(2—0)+2-(e 2—e z)

8
=§+6+2‘(€_1—1)

8 2

=§+6+E—2
20 2

3 e

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la B. Si riporta di seguito un esempio di griglia.
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Esercizio 3, prova MGF/MMF del 14/07/2022

L’integrale definito [ 13 % dx é

xZ
A. In(5:-3)+1In3

3
In—
15

B.
C. In5
D. In5+1n3

Clicca qui per la soluzione video

Soluzione.

Il numeratore ¢ la derivata del denominatore. Applicando il Teorema 1 otteniamo

32x +2
_ 2 3
L T 7% dx = [In|x* + 2x|];

=1In[3%2+2-3|—In|12 +2- 1]
=In15—-1n3
15

— In—
N3

=In5

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la C. Si riporta di seguito un esempio di griglia.
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Calcolo approssimato di aree mediante somma di Riemann

Esercizio 2, pag. 51 (Videolibro - Fascicolo n. 5)
Si trovi un’approssimazione per l'area sottesa dal grafico della funzione f(x) = x°+ e*
nell’intervallo [1, 3] utilizzando la somma di Riemann con n = 5. Determinare l’errore commesso.

(Cliccare qui per il video)

Soluzione.
Essendo
e f()=1+e>0
e f'(x) =5x*+e* >0 perognix € [1,3]
la funzione f(x) risulta positiva su [1, 3]. Pertanto, 1'area da calcolare puo essere ottenuta

dallintegrale definito

3
f (x5 + e*) dx.
1

ilizzando una somma di Riemann, possiamo calcolarne un’approssimazione. Con n = 5,
Util d di R Icol ! C 5

si ha Ax = % = 0.4 e x; = x;x_1 + 0.4 con x, = 1 Pertanto,

Area = z fx) - Ax
k=0

=) fGa)-04
k=0

= f(1)- 0.4+ f(1.4) - 0.4 + f(1.8) - 0.4 + f(2.2) - 0.4 + £(2.6) - 0.4
=3.72-0.4+943 0.4+ 24.95- 0.4 + 60.56 - 0.4 + 132.28 - 0.4 ~ 92.37

L’errore commesso e pari a
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s 4
(x5+e¥)dx— ) (f(xp)-0.4)
J NG

[,-6

z + x3 92.37
— T € - .
_6 1

36 16
(z +ef — = e1> — 92.37‘
|138.70 — 92.37| =~ 46.33

In termini percentuali, I'errore commesso e pari a

Esercizio.

E(0) = 13570

~ 33.40%

C.A. MAGNI -D. VEZZALI

Si trovi un’approssimazione per l'area sottesa dal grafico della funzione f(x) = In(x?+ 1)

nell'intervallo [2, 5] utilizzando la somma di Riemann con n = 6. Determinare l'errore commesso.

(Cliccare qui per il video)

Soluzione.
Essendo
e f(2)=In3>0
e fl(x)=

2x
x2+1

> 0 per ogni x € [2,5]

la funzione risulta positiva su [2, 5] e quindi I'area da calcolare puo essere ottenuta come

5
J In(x? + 1) dx.
2

Utilizzando una somma di Riemann, possiamo calcolarne un’approssimazione. Con n =

6,sihan=5;2=0.5exk=
6

Xx—1 + 0.5 con x, = 2 Pertanto,
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= £(2)- 0.5+ f(2.5)- 0.5 + £(3) - 0.5 + £(3.5) - 0.5 + f(4) - 0.5 + f(4.5) - 0.5
=1.609 - 0.5 + 1.981 - 0.5 + 2.303 - 0.5 + 2.584 - 0.5 + 2.833 - 0.5 + 3.056 - 0.5 ~ 7.183

Per determinare 1'errore commesso, € necessario risolvere l'integrale
5
j In(x? + 1) dx.
2

A tal fine, si procede integrando per parti, scegliendo g'(x) =1 come fattore differenziale:

2
dx

5 g
Lln(x2 +1)dx = [xIn(x? + D]3 —ZL ]

Effettuando la divisione tra polinomi,

5 2 5

1
_ 2 5 _ _
dx = [xIn(x* + 1)]3 Zfz (1 T 1) dx

[xln(x2+1)]§—2£ i1

e, per integrazione diretta,

5

[xIn(x? + 1)]5 — Zf (1 —

o 1) dx = [xIn(x? + 1]5 — 2[(x — arctan x)]5

=[5In26 —2In5] — 2[5 —arctan 5 — (2 — arctan 2)]
=1In26° —In5% — 2(3 — arctan 5 + arctan 2)
=~ 7.6041

L’errore commesso e pari a

E =

. 5
In(x?+1)dx— ) f(x)-0.5
| 2,

= [7.6041 — 7.183|
= 0.4211

In termini percentuali, I’errore commesso e pari a

0.421

EC0) = 7 eoat

~ 5.54%.
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