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Dominio di funzioni reali di due variabili reali

Esercizio 14.2, pag. 392 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Rappresentare graficamente l'insieme di definizione delle seguenti funzioni:

D f(x,y) =y?+Inx

Soluzione.
In questo caso, abbiamo un logaritmo naturale la cui condizione di esistenza e x > 0. Ne
consegue che

Dom f = {(x,y) € R?:x > 0}.
Rappresentando graficamente il dominio della funzione (con vista dall’alto), otteniamo la
seguente regione ombreggiata in rosa, costituita da tutti i punti del piano cartesiano (x,y)

in cui la prima coordinata e positiva:

E da notare che l'asse delle ordinate (identificato dalla retta di equazione x = 0) non e

compreso nel dominio.

1D f(x,y) =In (ﬂ)

x—=y

Soluzione.
In questo caso, abbiamo un logaritmo naturale e I’argomento del logaritmo € una funzione
razionale fratta. Per la ricerca del dominio della funzione f(x,y) dobbiamo imporre le

seguenti condizioni:



ESERCITAZIONI MGF 2023-24 UNIMORE C.A. MAGNI -D. VEZZALI

x +
y>0

xX—=y

x—y#0

Data la seconda condizione, nella prima possiamo moltiplicare per (x — y) a sinistra e a

destra del segno di disuguaglianza ottenendo la seguente condizione:

x—Y)x+y)>0=x%2—y%2>0= x> y?

L’ultima condizione implica |y| < |x|, cioé —|x| < ¥ < |x|. Ne consegue che

Dom f = {(x,y) € R?%: —|x| <y < |x|}.

Rappresentando graficamente il dominio della funzione (con vista dall’alto), esso e

costituito da tutti i punti del piano cartesiano che stanno al di sopra della funzione y = —|x|

ma al di sotto della funzione y = |x| (regione ombreggiata in rosa):

ENE )7 i 10

E da notare che i punti che giacciono sui grafici delle funzioni y = |x| e y = —|x| (ossia, i
punti che giacciono sulla bisettrice del primo e terzo quadrante e sulla bisettrice del secondo

e quarto quadrante) non sono compresi nel dominio.
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1

V) fey) ==

Soluzione.

In questo caso, abbiamo una funzione razionale fratta il cui denominatore e un radicale con
indice della radice pari: il suo argomento non puo allora essere negativo affinché la radice
abbia significato in campo reale. Per la ricerca del dominio della funzione f(x, y) dobbiamo

pertanto imporre le seguenti condizioni:

La prima disequazione implica x —y? # 0, quindi il sistema ¢ soddisfatto quando e

soddisfatta la seguente condizione:

x—y?>0=x>y?

L’ultima condizione implica |y| < vVx, ossia —vx < y < +/x. Ne consegue che

Dom f = {(x,y) € R: —/x <y < Vx}.

Rappresentando graficamente il dominio della funzione (con vista dall’alto), otteniamo la

seguente regione ombreggiata in rosa, compresa tra le funzioni y = —Vx ey = Vx:
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E da notare che i punti che giacciono sui grafici delle funzioni y = —vx e y = Yx non sono

compresi nel dominio.

Derivate parziali prime e gradiente

Esercizio 14.12, pag. 393 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare le derivate parziali prime delle seguenti funzioni nei punti P indicati a fianco:

D flx,y) =x3y?+3x*y+y3+x P(1,1)

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x in un generico

punto (x,y):
fe(x,y) =3x%y2 + 6xy + 1
da cui

fi(1L,D)=3-(1D% (D2+6-(1)-1)+1=10

Successivamente, calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y in un

generico punto (x,y):
fy = 2x3y 4+ 3x* + 3y?
da cui

LD =23 (D+3-(1)*+3-(1)?=8.

Il gradiente della funzione f(x,y) in P(1, 1) vale allora

grad f = (£,(1,1), £,(1,1)) = (10,8).
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D) f(x,y) = e’y 4 3y* (0,1)

Soluzione.
Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x (per semplicita,

omettiamo l'indicazione delle variabili x e y):

fr =™V (8xy)
da cui

fe(0,1) = e*@* M. (8. (0)- (1)) = 0
Successivamente, calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y:

fy = e’V . (4x?) + 12y3
da cui

£,(0,1) = e*@*M. (4. (0)%) + 12 (1)* = 12

Il gradiente della funzione f(x,y) in P(0, 1) vale allora
grad f = (£:(0,1), (0, ) = (0,12).

D f (x,y) = xy + /x3 + y? P(1,0)

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x:

- (3x2)

1
o=yt ——
¥ 24/ x3 +y?

da cui

3
f;c(lﬂ O) = (0) + : (3 : (1)2) = E =1.5

1
2y (1)° + (0)?
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Successivamente calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y:

fy=xt+ ——=-Q2y)

da cui

£,(1,0) = () + 2 @)=1

1
27 + (02

Inoltre, il gradiente della funzione f(x,y) in P(1,0) vale

grad f = (£,(1,0),£,(1,0)) = (3,1) = (15, 1).

x%+y
o

V) fxy) = 2

P(0,2)

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x:

_ (@20 (x—y3) - +y)- (1)

& CEEDE
_2x2—2xy2—x2—y
(x —y?)?
x? —2xy?—y
R R
da cui
0)>—-2-(0)-(2)*-(2 2 1
£:(0,2) = ) ((0)(—)(2;;2 (2) _ —1g="g= 0125

Successivamente, calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y:
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_ D=y - +y) - (=2y)

% =y
_x—y?+2x%y +2y?
- (x —y?)?
_x+2x’y +y?
o (x—y?)?
da cui
0+2-(0*-2+@2?* 4 1
fy(0,2)=() (0) ()2 (2) _ A1 o
((0) —_ (2)2) 16 4
Inoltre, il gradiente della funzione f(x,y) in P(0, 2) vale
grad f = (fx(O, 2), £, (0, 2)) = (—%i) = (—0.125,0.25).
V) flx,y) = N P(1,1)

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x:

24/3x + y?

(v/3x + y2)2

3x
V3x +yZ - ———
Yy 24/3x + y?

(v/3x + y2)2
2/3x +y%-\[3x + y2 — 3x
2,/3x + y?
(v/3x + y2)2
2-(Bx+y?) —3x
24/3x + y?
(v/3x + yz)z

1) - (3x +y2) — (x) - (4) .(3)
fx =
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3x + 2y?

)

da cui

. . 2
f(1,1) = 3 W+2 (1) =i=0.3125

2(V3-m+ap) 1°

Successivamente, calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y:

0 (Bx+72) - () - <;> (2y)
£ = 2{3x+y
g (v/3x + yz)z

_ 2xy

_ 2y3x +y?

(3 +7)

Xy

W3x+7?)’

da cui

A1) = - -0 5= 1 o1zs

(w/3 (D + (1)2)

Inoltre, il gradiente della funzione f(x,y) in P(1,1) vale

grad f = (;;(1, 1, £,a, 1)) - (%—%) = (0.3125,—0.125).

1

VD) f(x,y) = yIn(1 + 3x? + 6y%) P(2,0)

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente la derivata parziale prima rispetto alla variabile x:

fe=0-In(1+ 3x% + 6y - (6x)

4 .
)Y T 6yt
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_ 6xy
" 1+ 3x2 + 6y*

da cui

6-(2)-(0)

153 2)2+6-)F

f:(2,0) =

Successivamente calcoliamo la derivata parziale prima rispetto alla variabile y:

1
=1. 2 4 . . 3
fy=1-In(1+3x°+6y*) +y 15322+ 657 (24y°)

24y*
=In(1 2 4
n(1 + 3x +6y)+1+3x2+6y4
da cui
24 - (0)*
£(2,0) =In(1+3-(2)%+6-(0)") + =1n13 ~ 2.565

14+3-(2)2+6-(0)*

Inoltre, il gradiente della funzione f(x,y) in P(2,0) vale

grad f = (£,(2,0),£,(2,0)) = (0,In 13) ~ (0,2.565).

Differenziale totale

Esercizio 1

Calcolare il valore approssimato della funzione f(x,y) nel punto (1.2,1.4) sapendo che f(1,1) = 6,

fe(1,1) =10ef£,(1,1) = 8.

Soluzione.

Dalla definizione di differenziale totale sappiamo che

Ax Ay
fa2,14)-f,D=f1Q,1)-12-1)+ fy(l, 1)-(14-1)

10
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da cui

f(1.2,1.4) =~ FL, D + £,(1, 1) - (1.2 — 1) + £,(1,1) - (1.4 — 1)
~6+10-0.2+8-0.4
~ 11.2

Inoltre, supponendo che la funzione abbia espressione analitica f(x,y) = x3y? + 3x2y +
y3 + x, siha f(1.2,1.4) = 13.4." Possiamo allora calcolare 'errore di approssimazione che si
commette “sostituendo” la superficie, grafico di f, con il piano tangente al grafico di f nel

punto (1.2,1.4):

134 -11.2

~ 16.49
13.4 S

Esercizio 2
Calcolare il valore approssimato della funzione f(x,y) nel punto (0.5,1.1) sapendo che £(0,1) = 4,

£:(0,1) =0ef,(0,1) = 12.

Soluzione.

Dalla definizione di differenziale totale sappiamo che

£(0.5,1.1) — £(0,1) ~ £,(0,1) - (0.5 0) + £,(0,1) - (1.1 — 1)
da cui

f(0.5,1.1) = f(0,1) + £,(0,1) - (0.5—-0) + £,(0,1) - (1.1 — 1)
~4+0-05+12-0.1
~ 5.2

Inoltre, supponendo che la funzione abbia espressione analitica si ha f(x,y) = etV 4 3yt

e £(0.5,1.1) = 7.4. Possiamo allora calcolare I'errore di approssimazione che si commette

1 L'uso del differenziale totale e diffuso proprio nelle situazioni in cui la funzione f(x,y) non é in realta
conosciuta (altrimenti, si determina f(x, + Ax, y, + Ay,) — f (%o ¥o) € si ottiene la variazione esatta).

11
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“sostituendo” la superficie, grafico di f, con il piano tangente al grafico di f nel punto

(0.5,1.1):

_74-52
T 74

Derivate parziali seconde e determinante hessiano
Esercizio 14.22, pag. 394 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare in (0, 2) il valore H = fix * f5y — (fxy)2 essendo f(x,y) = x + y?e*.

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto alla x e alla y:
fx =1+y%e*, f, =2ye*

Successivamente, calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fi, e f,) e miste (fy,, e fyx).

La matrice hessiana &

fxx fxy]: yzex 2yex]
L By 2ye* 2e*

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale del determinante hessiano:

H(x,y) = (y*e*) - (2e*) — (2ye*)?
— 2y292x _ 4y2€2x
— _2y2€2x
da cui

H(0,2) = —2-(2)?-e*©® = —8

12
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Esercizio 14.23, pag. 394 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Calcolare in (1,1) il valore H = fyy - fy — (fxy)2 essendo f(x,y) = x*y — 3x%y + 5.

Soluzione.

Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto alla x e alla y:
fx = 4x3y —6xy, f, =x*—3x?

Successivamente, calcoliamo le derivate parziali seconde pure (f;, e f,) e miste (fy,, e fyx).

La matrice hessiana &

fx fxy] _[12x?y — 6y 4x® —6x
fyx fyy 4x3 — 6x 0

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale del determinante hessiano:

H(x,y) = (12x%y — 6y) - (0) — (4x3 — 6x)2
= —(16x° — 48x* + 36x2)
= —16x° + 48x* — 36x2
da cui

H(1,1) =—-16-(1)°+48-(1)*-36-(1)2 = —4

Massimi e minimi, punti di sella

Esercizio 14.33, pag. 394 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Determinare gli eventuali estremanti della funzione f (x,y) = x> + y3 — 3xy.

Soluzione.
La funzione f(x,y) e definita su tutto R* (quindi, non sara necessario escludere nessun
punto stazionario dall’analisi). Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto

alla x e alla y:

13
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fx =3x* =3y, f,=3y*-3x

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

=0

ovvero

2 _ 24y — 2 _ 4y —
{3x 3y O={3x 3y=0

3y2—-3x =0 x =y?

Sostituendo x = y? nella prima condizione otteniamo

3y*—=3y=0__ (3y(y-DO*+y+1)=0
x = y? = 2

X=y
Poiché il polinomio y? + y + 1 non si annulla per nessun valore y € R, il sistema si riduce

a

{33/(3/— =0
x =y?

Si trovano le seguenti soluzioni: P(0,0) e Q(1,1). Questi sono i punti stazionari candidati

ad essere di massimo, di minimo o punti di sella.

Condizioni del second’ordine (o sufficienti)
Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fix € fy,) e miste (fy, e f,,). La matrice

hessiana ¢

fx fxy] 6x —3]

fyx fyy - -3 63’

14
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Ricaviamo, quindi, I'espressione generale del determinante hessiano:

H(x,y) = (6x) - (6y) — (=3)* = 36xy — 9

Ne consegue che
e H(0,0)=36-(0)-(0)—9=-9<0,allora P e punto di sella;
e H(1,1)=36-(1)-(1)—9=27>0, fyxy =6-(1) = 6 > 0, allora il punto Q e punto

di minimo relativo.

Esercizio 1, pag. 32 (Videolibro - Fascicolo n. 4)

Trovare i massimi e minimi relativi delle sequenti funzioni a due variabili:

g) flx,y) =x*+y*—2x? + 4xy — 2y?

Soluzione.
La funzione f(x,y) e definita su tutto R? (quindi, non sara necessario escludere nessun
punto stazionario dall’analisi). Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto

alla x e alla y:
fr=4x® —4x+ 4y, f,=4y>+4x—4y

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

(o

ovvero

{4x3—4x+4y=0 {4963 = 4x — 4y {4x3 = 4(x — ) {x3 =x—y
e - -
4y +4x—4y=0 (Ay’=dx—4y (Ay’=4(x-y) (y’=x-y

Sostituendo x — y = —y?3 nella prima condizione otteniamo

15
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x3=—y3 x3+y3=0 x+y)x2—xy+y3) =0
A RS oSl
y-=x-Yy yo-=x-y y -=x-y

Chiediamoci per quali valori x* — xy + y? si annulla. Se y = 0 allora il polinomio diventa
x? = 0 e quindi il punto P(0,0) ¢ una soluzione della prima equazione. Poiché esso ¢ una
soluzione anche per la seconda equazione, esso € un punto stazionario. Ora supponiamo

invece che y # 0. Allora, la soluzione di x? —xy + y2 =0 ¢

X

I RV e A = A
= > =

2

Poiché —3y? < 0, il polinomio non si annulla per nessun valore di x. Questo implica che, se

y # 0, la prima equazione si annulla se e solo se x + y = 0. In questo caso, il sistema diventa

{i;3y:=x0— y = {x g {x o
{x:——y N {x =y B {x =y ~
y3 -2y =0 y(y=V2)(y+v2)=0 (y—-vV2)(y+v2)=0

U

Si trovano le seguenti soluzioni: Q(\/E, —\/5) e R(—\/Z \/5) Questi sono altri due punti

stazionari, candidati ad essere di massimo, di minimo o punti di sella.

Condizioni del second’ordine (o sufficienti)
Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fi, € fy,) e miste (fy, e f,,). La matrice

hessiana &

frx fxy] _ [12x2 —4 4

Ricaviamo, quindi, I'espressione generale del determinante hessiano

16
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H(x,y) = (12x? — 4) - (12y% — 4) — 42

Ne consegue che
e H(0,0)=(12-(0)2—4)-(12-(0)>—4) — 4% =(—4)-(—4) — 16 = 0, allora non si

pub dire nulla senza ulteriori indagini su P;

o HWZ,—V2)=(12-(v2)" - 4) (12 (—V2)" —4) - 4> = (20) - (20) - 16 = 384 >
0, fox = 12 - (VZ)" = 4 = 20 > 0, allora il punto Q & di minimo relativo;

o H(—VZ2V2)=(12-(—V2) - 4)-(12- (vV2)" —4) - 4> = (20) - (20) — 16 = 384 >

0, fix =12+ (—\/7)2 —4 =20 > 0, allora il punto R & di minimo relativo.

h) f(x,y) = e;i(x + y?)

Soluzione.
La funzione f(x, y) € definita su tutto R?. Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime

rispetto alla x e alla y:

NI R

1 2 x ) x
fo=eio(5) Gy +er- () f=(0) G4y +e @)

da cui

24
2

1 x
fe=5e2(x+y*+2) f,=2ye

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

(o

ovvero
1 =
Eez(x+y2 +2)=0

2
2ye2 =0

17
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X
Sapendo che ez > 0 V x € Rl sistema si riduce a

1 2 — 1 2 —
z(x+y +2)—O:>E(x+y +2)=0
2y =0 y=20

Si trova la seguente soluzione: P(—2,0). Questo e l'unico punto stazionario candidato ad

essere di massimo, di minimo o punto di sella.

Condizioni del second’ordine (o sufficienti)
Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fi, € fy,) e miste (fy, e f,,). La matrice

hessiana é

X

fox  foy %2 (x+y +2)+ e (1) %e
fox oyl 2y

da cui

fex fxy] e2(x+y +4) yez
fyx fyy

2 gb
ez2 2e2

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale del determinante hessiano:

o <[] ()-8

1
= Ee"(x+y2 +4) — y?e®

1
= Ee"(x—y2 + 4)

18
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Ne consegue che

H(=2,0) = %e(_Z) [(=2) = (0)2 + 4] = $ (2) == ~0.135 > 0,

e2
(=2)
fox = ieT- [(=2) + (0)? + 4] = i- (2) = % ~ 0.184 > 0, allora il punto P e di minimo

relativo.

Massimi e minimi vincolati

Esercizio 14.45, pag. 394 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)
Determinare gli eventuali estremanti della funzione f(x,y) = 3x* + y* — 3x + 4 con il vincolo

2x+y—-1=0.

Soluzione.
La funzione f(x,y) & definita su tutto R2. Dal vincolo ricaviamo una delle due variabili in
funzione dell’altra. Ad esempio, ricavando y in funzione di x, si ha y=1—2x.

Rappresentando graficamente il vincolo sul piano cartesiano, otteniamo il seguente grafico:

10

A0 |5 o\ 5 10
5

fGoy) =f(x,1—2x) = F(x)
=3x2+(1-2x)2-3x+4
=3x?+1—4x+4x*>—3x+ 4
=7x*—7x+5

19
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Procediamo ora con la ricerca dei massimi e minimi della funzione F (x), che € una funzione

reale di una variabile reale. Calcoliamo la derivata prima di F(x):
F'(x) =14x — 7.

Poiché F'(x) = 14x —7 > 0 per x > % = 0.5, si ha la seguente rappresentazione sull’asse

delle ascisse:

F'(x) <0 3 F'(x) >0

|
I

0.5 X

v

Risulta che F e strettamente decrescente nell’intervallo (—,0.5), ed & strettamente
crescente nell’intervallo (0.5, +o0). Il punto di ascissa x = 0.5 e allora punto di minimo

relativo per F. Il valore corrispondente di y dettato dal vincolo e y =1 —2-(0.5) = 0.
Pertanto, il punto di minimo vincolato per f(x,y) € P G,O) = (0.5,0) e il valore della

funzione in corrispondenza di tale punto e

£(0.5,0) = 3-(0.5)2 + (0)2 — 3 (0.5) + 4 = 3.25
oppure, equivalentemente,

F(0.5) =7-(0.5)?%—-7-(0.5)+5 = 3.25.

Esercizio 5, prova integrativa MGF/MMF del 08/02/2023
La funzione f(x,y) = x?y + xy, studiata subordinatamente al vincolo x + y < 0, presenta
A. 1 punto di minimo
B. 1 punto di massimo
C. 1 punto di sella
D

. nessuna delle precedenti
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Soluzione.

La funzione f(x,y) & definita su tutto R2. Dal vincolo ricaviamo una delle due variabili in
funzione dell’altra. Ad esempio, ricavando y in funzione di x, il vincolo diventa y < —x.
Rappresentando graficamente il vincolo sul piano cartesiano, otteniamo la seguente regione

ombreggiata in rosa:

10
L |
|
| 5
N
AY
N
N
N
EAEEE o[\ 10
I
N
N
5 N
N
N
L
N\
10 M

Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto alla x e alla y:

fr=2xy+y, f,=x"+x

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

(o

ovvero

{2xy+y:0 {ny-l—y:O
x2+x=0 x(x+1)=0

Si trovano le seguenti soluzioni: P(0,0) e Q(—1, 0). Questi sono i punti stazionari candidati
ad essere di massimo, di minimo o punti di sella. Tuttavia, il punto P(0, 0) non soddisfa il

vincolo x +y < 0 e, di conseguenza, non e accettabile. Rimane accettabile soltanto il punto

Q(—1,0).
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Condizioni del second’ordine (o sufficienti)
Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fi, € fy,) e miste (fy, e f,,). La matrice

hessiana &

fx f;cy] _ [Zy 2x +1

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale del determinante hessiano:
H(x,y) = 2y)-(0) —(2x+1)? = —(4x* + 4x + 1) = —4x* — 4x — 1.

Ne consegue che

H(-1,0)=—-4-(-1)*—4-(-1)— 1= -1 <0, allora Q & punto di sella.

Pertanto, la risposta corretta da inserire nella griglia delle risposte (costruita nella prima

pagina del compito) e la C. Si riporta di seguito un esempio di griglia.

Esercizio 2, pag. 32 (Videolibro - Fascicolo n. 4)
Trovare i massimi e minimi vincolati delle seguenti funzioni a due variabili, col vincolo a fianco

indicato:

e) fl,y)=x*+y>—xy+x+y—4 x+y+3<0

Soluzione.
La funzione f(x,y) ¢ definita su tutto R2. Dal vincolo ricaviamo una delle due variabili in

funzione dell’altra. Ad esempio, ricavando y in funzione di x, si ottiene y < —x — 3.
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Rappresentando graficamente il vincolo (con vista dall’alto), otteniamo la seguente regione

ombreggiata in rosa:

Il problema si divide in due sottoproblemi:

1) glx,y) =x+y+3<0
2) gx,y)=x+y+3=0
e si cercano separatamente gli eventuali massimi/minimi interni (sottoproblema 1) e di

frontiera (sottoproblema 2).

1) gx,y)=x+y+3<0

Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto alla x e alla y:
fi=2x—y+1, f,=2y—x+1

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

(o

ovvero

{2x—y+1=0=>{2x—y+1=0
2y—x+1=0 x=2y+1

Sostituendo x = 2y + 1 nella prima condizione otteniamo
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{2(2y+1)—y+1=0:>{4y+2—y+1=0:>{3y+3=0
x=2y+1 x=2y+1 x=2y+1

Si trova la seguente soluzione: P(—1, —1). Questo e I"'unico punto stazionario candidato ad
essere di massimo, di minimo o punto di sella. Tuttavia, il punto P(—1, —1) non soddisfa il

vincolo x +y + 3 < 0 e, di conseguenza, non e accettabile.
2) gx,y)=x+y+3=0

Dal vincolo ricaviamo una delle due variabili in funzione dell’altra. Ad esempio, ricavando

x in funzione di y, siha x = —y — 3, da cui

f,y) =f(=y—=3,y) =F()
=(-y=-32+y* - (—y-3y+(-y—-3)+y—4
=y*+6y+9+y*+y*+3y—y—-3+y—4
=3y*+9y +2

Procediamo ora con la ricerca dei massimi e minimi della funzione F(x) che € una funzione

reale di una variabile reale. Calcoliamo la derivata prima di F(x):
F'(y)=6y+9

Poiché F'(y) = 6y +9 > 0 per y > —% = —1.5, si ha la seguente rappresentazione sull’asse

delle ordinate:
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Fily)<0  F'()>0

|
I

-1.5 y

v

Risulta che F e strettamente decrescente nell’intervallo (—o,—1.5), ed e strettamente
crescente nell'intervallo (—1.5,+o0). Il punto di ordinata y = —1.5 e punto di minimo

relativo per F. A questo corrisponde x = —(—1.5) — 3 = —1.5. Pertanto, il punto di minimo

3

vincolato per f(x,y) e Q(_%’_E)=(_1'5’_1'5) e il wvalore della funzione in

corrispondenza di tale punto e

f(=15,-15) = (=1.5)* + (=1.5)* = (=1.5) - (=1.5) + (=1.5) + (=1.5) — 4 = —4.75
oppure, equivalentemente,

F(=1.5) = 3(=1.5)2 + 9(—1.5) + 2 = —4.75.

Esercizio 2 (modificato), pag. 32 (Videolibro - Fascicolo n. 4)
Trovare i massimi e minimi vincolati delle seguenti funzioni a due variabili, col vincolo a fianco

indicato:

e) fl,y)=x*+y>—xy+x+y—4 x+y+3=0

Soluzione.

La funzione f(x,y) & definita su tutto R2. Dal vincolo ricaviamo una delle due variabili in
funzione dell’altra. Ad esempio, ricavando y in funzione di x, si ottiene y > —3 — x.
Rappresentando graficamente il vincolo (con vista dall’alto), otteniamo la seguente regione

ombreggiata in rosa:
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-10 -5 \ | 15 . 10

Il problema si divide in due sottoproblemi:

1) glx,y)=x+y+3>0
2) glx,y)=x+y+3=0
e si cercano separatamente gli eventuali massimi/minimi interni (sottoproblema 1) e di

frontiera (sottoproblema 2).

1) gx,y)=x+y+3>0

Calcoliamo inizialmente le derivate parziali prime rispetto alla x e alla y:
fi=2x—-y+1, f,=2y—-x+1

Condizioni del prim’ordine (o necessarie)

Risolviamo il sistema

ovvero

{2x—y+1=0 {2x—y+1=0
2y —x+1=0 x=2y+1

Sostituendo x = 2y + 1 nella prima condizione otteniamo

{2(2y+1)—y+1=O:>{4y+2—y+1=0 {3y+3=0
x=2y+1 x=2y+1 x=2y+1
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Si trova la seguente soluzione: P(—1, —1). Questo € I'unico punto stazionario candidato ad
essere di massimo, di minimo o punto di sella. In questo caso, il punto P(—1, —1) soddisfa

il vincolo x + y + 3 > 0 ed e accettabile.

Condizioni del second’ordine (o sufficienti)

Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (fy € f,,y) € miste (fyy € fyx):

frex =2 fxy =-1
fyx = -1 fyy =2

Ricaviamo, quindi, I'espressione generale del determinante hessiano che in questo esercizio

¢ uguale per ogni (x,y) € R?

HC,y) = (2)-(2)—(-1)?* =3

Ne consegue che

H(-1,-1) =3 >0, fi,y = 2 > 0, allora il punto P & di minimo relativo.

Il valore della funzione in corrispondenza di tale punto e f(—-1,-1) = —5.

2) gx,y)=x+y+3=0

I1 sottoproblema 2 coincide esattamente con quello dell’esercizio precedente. Pertanto,

esistono due punti di minimo relativo che soddisfano il vincolo x + y +3 > 0: P(—=1,-1) e

Q(-1.5,—1.5).
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Metodo di Lagrange

Esercizio 14.50, pag. 395 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Determinare gli eventuali estremanti della funzione f (x,y) = 8x — y con il vincolo 4x* + y* = 6.

Soluzione.

Costruiamo la funzione lagrangiana:?
L4, x,y) =8x —y+ A(4x* + y? — 6)
e calcoliamo le derivate parziali prime rispetto a 4, x e y:
Ly =4x*+y*—6, L,=8+81x, L,=2ly—1

Condizioni del prim’ordine

Determiniamo successivamente le soluzioni (4, x, y) del sistema

Ly=0
L, =
L,=0
ovvero
4x2+y2—-6=0
4x2+y2—-6=0 1
8+48lx =0 =<{*=77
2ly—1=0 1
Y =2
Sostituendo x = — % ey = % nella prima condizione, otteniamo

2 In linea di principio, in questo caso sarebbe possibile esplicitare una variabile in funzione dell’altra. Infatti,
risolvendo per y, si ottengono due vincoli: y = V6 — 4x2 y = —/6 — 4x2. 1l problema di ottimizzazione si
sdoppia quindi in due sottoproblemi, ciascuno con un vincolo esplicitabile. Con la funzione lagrangiana,
riusciamo ad evitare questa duplicazione.
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o (L) 4 () om0
A 21 B
1
1y = ——
¥
1
V=352
La prima equazione diventa
* + ! 6=0
Az 422 7
da cui
6 1 202
422 422 42
cioe

—17 248 i +
— == P =t

Sostituendo nella seconda e terza equazione questi due valori, si trovano le seguenti

soluzioni: <l \/1:7,—2 \/E, F) e (—l \/E,Z \/E,— \/£> I punti stazionari candidati ad
24 6 177417 24/ 6 17 17

essere di massimo, di minimo o di sella sono due: P <—2\g,\é> ~ (—1.188,0.594) e
2 |2, - |2) ~ (1.188,-0.594)
Q 17’ AJ17) "~ NOT :

Condizioni del second’ordine
Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (Lyy, Lyy € Ly, ) € miste (Lyy, Ly, Lxz, Lxy, Lyy €

Ly,). La matrice hessiana orlata ¢

Lx/l Lxx ny =|8x 841 0

Lax Lix  Lay [O 8x 2y
Ly Ly Lyl l2y 0 22

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale dell’hessiano orlato

29



ESERCITAZIONI MGF 2023-24 UNIMORE C.A. MAGNI -D. VEZZALI

0 8x 2y
8x 81 0
2y 0 224

HA,x,y) = = —1281x% — 321y?

Ne consegue che

e H (%\/% —2\/%,\/%) ~ H(0.842,—1.188,0.594) = —128 - (0.842) - (—1.188)% —

32 -(0.842) - (0.594)? ~ —161.616 < 0, allora P <—2\/§\/§> ~ (—1.188,0.594) @&

punto di minimo;

. H(—E\/E,ZJE,—JE> ~ H(—0.842,1.188,—0.594) = —128 - (—0.842) -
2 6 17 17

(1.188)% — 32 - (—0.842) - (—0.594)? ~ 161.616 > 0, allora Q <2\E, —\/%> ~

(1.188,—0.594) e punto di massimo.

Esercizio 14.51, pag. 395 (Guerraggio, A. 2020. Matematica. Pearson, terza edizione)

Determinare gli eventuali estremanti della funzione f (x,y) = y — 4x con il vincolo 6x* + y? = 4.

Soluzione.

Costruiamo la funzione lagrangiana:
LA x,y) =y —4x + A(6x% + y2 — 4)
e calcoliamo le derivate parziali prime rispetto a 4, x e y:
Ly=6x*+y*—4 L,=12Ax—4 L,=2ly+1

Condizioni del prim’ordine

Determiniamo successivamente le soluzioni (4, x, y) del sistema
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Ll = 0
L,=0
L,=0
ovvero

6x2+y*—4=0 1
12x—4=0 =1*73]
2y +1=0 1
Y=
Sostituendo x = % ey =-— % nella prima condizione otteniamo

( (1Y 1
o) +(-z) -
{r=
31
1
CARENEY]
La prima equazione diventa
2 1
EYE + iz 4=0
da cui
8 3 4 - 1222
et e e
cioe

11—48/’12=0=>)12:E=A a_.1A
48 * 43

C.A. MAGNI

—D. VEZZALI

Sostituendo nella seconda e terza equazione i valori trovati, si trovano le seguenti soluzioni:

(1 \/E,i \/E,—Z \/E) e <—l \/E,—i \/E,Z \/E) I punti stazionari candidati ad essere di
4 3 734\11 11 4 3 3411 11

massimo, di minimo o di sella sono due: P(é \/%,—2 \/%)% (0.696,—1.044) e

Q <_§\/%,2\/1?_1> ~ (—0.696,1.044).
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Condizioni del second’ordine

Calcoliamo le derivate parziali seconde pure (Lyy, Lyy € Ly, ) € miste (Lyy, Ly, Lxz, Lxy, Lyy €

Lyx):

12x 124 0
2y 0 22

Lax Lax  Lay 0 12x 2y
Lx)L Lxx ny :[ ]

Ly/l Lyx Lyy

Ricaviamo, quindi, I’espressione generale dell’hessiano orlato

0 12x 2y
H(A4,x,y) = [12x 124 0| = —2881x? — 481y?
2y 0 22

Ne consegue che

e H (i\/%g\/%—z\]% ~ H(0.479,0.696, —1.044) = —288 - (0.479) - (0.696) —

48 -(0.479) - (—1.044)? ~ —91.886 < 0,

allora P (3\/2, —2F> ~ (0.696,—1.044) e punto di minimo;
3 11 11

. H(—EF,J\/E,Z\/E) ~ H(—0.479,—0.696, 1.044) = —288 - (—0.479) -
4 3 3 11 11

(—0.696)% — 48 - (—0.479) - (1.044)? ~ 91.886 > 0,

allora Q (—%\/%, 2\/%) ~ (—0.696, 1.044) e punto di massimo.
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