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1. Algebra lineare (1) — Matrici e determinanti

0:00:00 Intro

0:00:15 Matrici

0:20:55 Operazioni tra matrici

0:57:09 Determinante di una matrice 1x1 e 2x2
1:03:47 Outro

™

Algebra lineare (2) — Determinante e matrice inversa

0:00:00 Intro

0:00:15 Determinante di matrici 3x3: regola di Sarrus
0:10:13 Determinante di matrici 3x3: Teorema di Laplace
0:38:09 Matrice inversa

0:53:19 Inversa di matrice 2x2

1:00:00 Domanda

1:00:10 Outro

|«

Algebra lineare (3) — Matrice inversa, rango, matrici parametriche

0:00:00 Intro

0:00:16 Matrice inversa (richiamo)

0:04:00 Complemento algebrico

0:08:09 Procedimento per il calcolo dell'inversa
0:22:42 Rango (o caratteristica) di una matrice
0:38:40 (Rango di) matrici parametriche
1:02:25 Esercizio: sistema di equazioni

1:08:30 Esercizio: calcolo di inversa 3x3
1:15:44 Outro

Algebra lineare (4) — Sistemi lineari di equazioni

[~

0:00:00 Intro

0:00:16 Sistemi di equazioni lineari

0:07:19 Caso m=n (matrice dei coefficienti quadrata): risoluzione con matrice inversa
0:22:58 Caso m=n (matrice dei coefficienti quadrata): risoluzione con metodo di Cramer
0:34:21 Caso m diverso da n (matrice dei coefficienti rettangolare)

0:56:41 Esempio di sistema rettangolare risolto con matrice inversa

0:58:46 Esercizi

1:20:45 Outro
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MATRICI

Una matrice A di tipo mxn e una tabella di mn elementi disposti in m righe ed n
colonne e racchiusi tra due parentesi tonde ( o quadre):

aj; Q12 0 QAp

a a eee a
A= 21 22 2n

Am1 Amz2 " Qmn

Gli elementi di una generica matrice si indicano mediante una lettera con due indici il
primo dei quali indica la riga e il secondo la colonna a cui I'elemento appartiene. La
matrice soprascritta e formata

dalle m righe (a, a, - a,)
(a21 ay, vt aZn)
(aml a'm2 Tt amn)
dalle n colonne
apy a7 ay
dyg ayy ayp,
am1 am2 amn

L’elemento aj prende il nome di elemento di posto i,j della matrice e si trova
all'incrocio della riga i-esima con la colonna j-esima

™\ <«— 1°riga
a; (\alg R
a, Ay ot Qg
a'ml amz amn
2° colonna

» La matrice il cui elemento di posto ij € aj, a volte e indicata brevemente con il
simbolo (aij).

» Una matrice 1 xn e detta vettore riga. Ha la forma
3
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A:(all a, - aln)

» Una matrice mx1 & detta vettore colonna. Ha la forma

» Matrice trasposta A” di una matrice A & la matrice che si ottiene da A scambiando le
righe con le colonne.

a1 Q1 - Ama
AT = Qi Az - Ama
Ain A2n * Gmn
Esempi.
1 0
A=[45 -5 - ar=(1 B 1)
13 -6 v =3 =C
1
B=(1 2 5) = BT =(2
5

> Se m =n la matrice si dice quadrata, di ordine n.

» Una matrice quadrata si dice simmetrica se AT = A

1 2 0
Esempio. A=12 9 —1|=4T
0 -1 5

> Una matrice quadrata si dice triangolare superiore se a;; = 0 peri > j

1 2 -2
Esempio. 0 9 -1
0 0 5
> Una matrice quadrata si dice triangolare inferiore se a;; = 0 per i < j
1 0 0
Esempio. 2 10 O
3 -1 -2
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> Una matrice si dice diagonale se a;; =0 per i #j

1 0 0
Esempio. [0 —-14 0 ]
0 0 23

> La matrice diagonale tale che a;; = 1,i = 1,2, ...,n, si chiama matrice identita

1 0 0
I=]10 1 0

0 0 1

Operazioni con le matrici

1) Se A= (aij) e B= (bij) sono due matrici m x n, si definisce sommadi A e B esi

indica con C= A + B, la matrice m x n il cui elemento ¢ di posto ij e dato da

Cij = aijj + bijj

S e N N

2) Se A:(aij) e Bz(bij) sono due matrici mxn, si definisce differenza

di A e B esiindicacon C=A -B, lamatrice m xn il cui elemento cj di posto i,

e dato da
Cij = aijj - bij .
e [ 3 3 E

3) Se A =(a;) ¢ unamatricc mxn e A € R, sidefinisce prodotto di A per 4, e si
indica con A 4, la matrice m x n il cui elemento di posto i,j e

5
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Esempio. 7[2 -1 3 [104 -7 21

o 1 s5lI7 7 35

4) Date le matrici A di tipo 1 xn e B di tipo m x 1, si definisce prodotto del vettore
riga A per il vettore colonna B, il numero

b,
(a,--a)|: |=ab+ab,+--+ab,.
b,
Esempio.
2
L03)| 4[=12+0-4+3-(-7)=2-21=-19.
-7

5) Date le matrici A ditipo mxr e B ditipo rxn,

ay g ot Ay by, by, - by

a a .- a bz1 bzz o bz
A—| o2 22 2r , B n

Ap Ayt Ay brl br2 brn

si definisce prodotto righe per colonne di A per B, la matrice C tale che I'elemento di
posto ij e ottenuto moltiplicando la i-esima riga di A con la j-esima colonna di B.

by,

c;=(a,-a,)| i |=agby;++ab

ir™rj

Esempio. Considerate le matrici

4= @ 5=( o)

si ha
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a8=(39, Ba=(t 2

7 0

Si noti che il prodotto righe per colonne non gode della proprieta commutativa, ossia

1 2

anche quando esistono sia A-B che B-A in generalerisulta A-B # B -A.

Valgono le seguenti proprieta:

A+B+C)=((A+B)+C

Proprieta associativa

A+B=B+A

Proprieta commutativa

MA+B)=14A+AB A€R

Proprieta distributiva

A+EA=21A+¢A LEER

Proprieta distributiva

(AB)C = A(BC)

Proprieta associativa

A(B +C) = AB + AC

Proprieta distributiva

A(AB) = (1A)B A1€ER

Proprieta associativa

(A+B)C = AC + BC

Proprieta distributiva

(A+B)T =4" + BT Trasposta di una somma
(AB )' =BTA" Trasposta di un prodotto fra matrici
= (4" 2€R Trasposta di una matrice per uno scalare
(AT)T =4 Trasposta di una trasposta
Esempio.
0 -3 10 0
N 1z 1 0 1 .
Date le matrici A= c 4 , B g ) si ha
5 -1 0 -1
10 -31"
12 21 _.p10 2 o0 20 4 107 _ .
@u+B)T =25 o =2[03 5 § —2] %6 4 12 —4l=204+B)
5 =2

Esercizio 1.

Calcolare il prodotto (righe per colonne) delle matrici

1 3
A= 5
1

Soluzione:
¢, =1.(-2)+3-3=7 ;

=2-(-2)+5-3=11 ,
2=3(-2)+1.3=-3 ,

-2 1
e B=
(o

Cp=1-1+3-(-1)=-2 ;
Cp=2-1+5-(-1)=-3 ,
C,=3-1+1.(-1)=2 ;

\I

CARLO ALBERTO MAGNI
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7 -2
A-B=| 11 -3
-3 2

Esercizio 2.
Calcolare il prodotto delle matrici:

121
A: e B:
4 0 2

:[1-3+2.1+1-(—2) .(—4)+2.5+1-2j:(3 8].

1
4-3+0-1+2-(-2) 4-(-4)+0-5+2.2) (8 -12

N P W
N o A

Soluzione.

N P W
N oA

121
4 0 2

Esercizio 3.
Calcolare il prodotto delle matrici:

2 01 O
2-11
A= e B=| 1 12-2
1 0 2
1 01 O
Soluzione.
2 01 O
2-11 4 -1 12
11 12-2|= .
1 0 2 4 030
1 01 O

Esercizio 4.
Calcolare il prodotto delle matrici:

Soluzione.
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Esercizi da svolgere
Esercizio 1. Trovare la matrice X tale che A+X=B dove A = (2 _1) , B= (5 _2).

Esercizio 2. Eseguire i sequenti prodotti righe per colonne

5 G ) o)

0
b) (8 5 —1)'(2).
4

10
Esercizio 3. Date le matrici A = (g _(1) 2) e B=<—1 1> verificareche A B #B - A.
2 3

Esercizio 4. Date le matrici A = (2 1) eB = (5 :g) verificare che (A+ B)T = AT + BT .

3 -1 0
Risposte
.. ) (3 -1
Esercizio 1 : X—(_ 3 _ 4)

Esercizio 2 : a) ( 178 6); b) (6)
2 0 3
. . ) 8 9
Esercizio 3 : (5 5) * <—2 -1 —1)

Eserciziod: (A+B) = 3) ; AT+B"=( 3).
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Per evidenziare come le matrici siano un importante strumento per tradurre in modelli
matematici problemi della vita quotidiana, presentiamo alcune semplici applicazioni.

Applicazione (Spesa complessiva)

Acquistate uno stock di 20 CD, 50 DVD, 20 custodie per CD, 35 custodie per DVD. Il prezzo
unitario dei CD ¢ 0.2 euro, quello dei DVD ¢ 0.35 euro, quello delle custodie  0.15 euro e 0.25 euro
rispettivamente. Rappresentare la matrice dei prezzi e la matrice delle quantita e calcolare, mediante

il prodotto riga per colonna, la spesa complessiva.

Soluzione

Matrice dei prezzi
A=1[02 035 0.15 0.25]

Matrice delle quantita

20
_ |50
5= 120
35
La spesa complessiva e
20
50
AB =1[0.2 035 0.15 0.25] 20 =33.25
35

10
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Applicazione (Profitto)

Profitto febbraio (euro) — matrice A Profitto marzo (euro) - matrice B
Nord | Centro | Sud Nord | Centro | Sud
TV LCD 10000 9000 8500 TV LCD 9800 9300 8100
TV plasma | 3400 2300 4000 TV plasma | 3400 2400 4400

Variazioni profitto da febbraio a marzo :

—200 300 —400

B_Az[o 100 400

Qual é il profitto di febbraio suddiviso per area?

10000 9000 8500 Nord Centro Sud
1 1]-4=[1 1][ ]:[1 ]

3400 2300 4000 3400 11300 12500

Qual é il profitto complessivo di febbraio?

Nord Centro Sud 1
[ H = 37200
1 1

3400 11300 12500

Qual e il profitto di febbraio suddiviso per prodotto?

[10000 9000 8500 1:[27500 — LCD
3400 2300 4000 1 9700 1- plasma

Qual é il profitto complessivo di febbraio?

275007 _
[1 1][9700 = 37200

Qual é la variazione complessiva del profitto tra febbraio e marzo?

1
—200 300 —4001|%]
[T 1] 5 100 4001[}]_200

NOTA - Per trovare le risposte si sono usate opportunamente le operazioni fra matrici e il
vettore unitario. In generale, possiamo affermare quanto segue:

1
Sine = Ill il vettore unitario. Sia A una matrice. Il prodotto e A ¢ un vettore riga che ha come
1

componenti le somme degli elementi delle colonne di A. 1l prodotto Ae é un vettore colonna che ha
come componenti le somme degli elementi delle righe di A.
1l prodotto
e'de
ha, come risultato, la somma di tutti gli elementi di una matrice.

11
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Determinante di una matrice quadrata

a, 8, - Gy
g g g A 8y 8y,

Il determinante di una matrice quadrata A=
Ay Ay ot Ay

e un numero. Siindicacon det A oppure con la notazione fra linee verticali:

a; v Ay
a e Ay,
detA=| * 2
an1 e ann
1. Determinante di una matrice 1x1
Data la matrice A= (a)

si definisce determinante di 4 il numero

det A = a.

2. Determinante di una matrice 2 x2

Data la matrice A

(all a'12 J
a21 a22

detA = aq;-ayy, —aqy " Ay

si definisce determinante di A il numero

Esempio

8 3| _ 0 o 2 6|_ _
|4 5|_40 12 =28 ) & 3 =-6t48=42.

12
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3. Determinante di una matrice 3 x 3

all a‘lZ a‘lS
Data la matrice A=la, a, a, (1)
a'31 a32 a33

per calcolare il determinante presentiamo due metodi.

1° metodo: Regola di Sarrus

Il determinante si calcola utilizzando lo schema della figura sotto riportata. La linea
continua sta a significare il prodotto dei tre termini, mentre la linea tratteggiata significa il

prodotto dei tre termini cambiato di segno .

ATTENZIONE che questa regola vale solo per le matrici di ordine n=3.

a
ayy

detA = a11Q3,033 + 412023031 + A13021A32 — (A13A22031 + A11023032 + A12021033)

2° metodo: Regola generale

Indichiamo con A;; la matrice ottenuta da A eliminando la riga 1-esima e la colonna j-
esima. Il determinante di A e definito da

detA=a, detA, —a,detA ,+a,detA =

dyy Ay dy dy dy dpy

=an 12 13

dzp dg; dz; dgg dz; Az

= a8 ppdgz —ayap3d3y —aAjpapy Agz +a1p89383) T A58 183 —ag3a83;

Esempio
Considerata la matrice
120
A=|-3 1 1|, (2)
01 2

si ha

13



MGF CLEAM 2023-24 UNIMORE CARLO ALBERTO MAGNI

-3 1
0 2/

Analogamente, eliminando la prima riga e la terza colonna, A;3 = (_03 D

-3 1

01

11 -3 1
detA=1. -2
12 0 2

‘+o.‘ ‘=1.(2—1)—2-(—6—O)=1+12=13.

Sia a;; €A con ij indici compresifra 1 e 3, sidefinisce

» minore complementare di a;; il numero det4;;,

> complemento algebrico di a;; ilnumero (—1"*/)det4;; .

La definizione di det A data nel 2° metodo si puo allora esprimere dicendo che il
determinante di A é la somma dei prodotti degli elementi della prima riga di A per i
rispettivi complementi algebrici. Questo procedimento si generalizza: fissata una
qualunque riga (non necessariamente la prima riga come fatto sopra) o una qualunque
colonna, il detA si ottiene sommando i prodotti dei suoi elementi per i rispettivi
complementi algebrici.

Esempio. Sviluppando rispetto alla seconda riga il determinante della matrice (1) si ha

det A=a,(-detA, )+a,,(detA,,)+a,,(—detA,,)

4 A1 A3 ta a5 A3 . d;p Ay
| 22 — g :
d3; dz3 d3 g3 d3; Az
Nel caso della matrice A datain (2) siha
2 0 10 12
det A=—(-3)- +1- -1 =12+2-1=13 .
12 0 2 01

14
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Determinante di una matrice nxn

Quanto visto nella Regola generale (2° metodo) illustrata per il caso n=3, si puo
generalizzare ad una qualunque matrice quadrata A di ordine n con n>2.

all alZ aln
a21 a22 a2
A= " 3)
anl a'n2 ann
Se ij sono due indici compresi fra 1 ed n, con Aj indichiamo la

matrice (n—-1)x(n-1) ottenuta da A eliminando la riga i-esima e la colonna j-esima. Si
definisce

> minore complementare dell’elemento a;; il numero detA4;;,

> complemento algebrico dell’elemento a; il numero (—1"%/)det4;; .

TEOREMA DI LAPLACE . Il determinante di una matrice quadrata A di ordine n é uguale
alla somma dei prodotti degli elementi di una riga (o di una colonna) per i rispettivi
complementi algebrici.

Si noti che questo teorema riconduce la nozione di determinante di una matrice nxn a
quella di determinante di n matrici (n-1)x (n-1). Calcolare il determinante applicando
questo teorema e d"uso dire “calcolo con il metodo di Laplace”.

Se per esempio calcoliamo con il metodo di Laplace il determinante di (3) sviluppando
secondo la prima riga risulta:

det A =(-1)"" an det An + (-1)"*? aizdet Az +... +(=1)"* aindet A=

1+]j

= Z;(— 1) a,detA,
=

dove Aj indica la matrice (n—-1)x (n—-1) ottenuta da A eliminando la prima riga e la
colonna j-esima.

15




MGF CLEAM 2023-24 UNIMORE CARLO ALBERTO MAGNI

Il determinante di una matrice quadrata A si puo pertanto esprimere con una delle
seguenti due formule a seconda che il calcolo venga fatto a partire da una riga o da una
colonna.

Considerando la i-esima riga (a;;, @jz,..., @) della matrice A :

n i+
det A= Z(—l) a; det A; ,

j=1

Considerando la j-esima colonna (a,j, a;j,..., an;) dellamatrice A siha:

o j+i
det A = Z(— 1) a;det Ay

i=1

Esercizio

Calcolare con il metodo di Laplace il determinante della sequente matrice

31 -1
A=12 0 1
1 -1 0

Soluzione . Sviluppando secondo la prima riga si ha

3 1 -1
2 0 1 =3|0 1|—1|2 1|+(—1)|2 °l=3-1-1--1-(-2)=6
-1 0 1 0 1 -1
1 -1 0
a, 0 -0
. . L a, - 0 \
NOTA -1l determinante di una matrice diagonale A = e
0 0 a

mn

detA=a;,-a,- ...-a

nn

16
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Proprieta dei determinanti

1. det A=det AT.

2. Date due matrici A e B quadrate di ordine n, siha det AB = det A - detB.

3. Se la matrice A’ si ottiene da A scambiando tra loro due righe o due colonne, allora

det A=—-det A’.

4. Sela matrice A’ siottiene da A moltiplicando tutti gli elementi di una riga (o di una

colonna) per una costante A € R, allora det A’=X det A..
5. Se due righe (o due colonne) della matrice A sono uguali, allora e det A=0. Piu in
generale, se gli elementi di una riga (rispettivamente colonna) sono proporzionali a

quelli di un’altra riga (rispettivamente colonna), allora il determinante e nullo.

6. La somma dei prodotti degli elementi di una riga (o colonna) per i complementi

algebrici degli elementi analoghi di un’altra riga (o colonna) e uguale a zero.

7. Se si somma ad una riga (o colonna) un’altra riga (o colonna) moltiplicata per un

numero, il determinante non cambia.

17
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Esercizi sui Determinanti

1. Calcolare il determinante della sequente matrice:
0
-4
-2
0

Soluzione

La presenza di tre elementi nulli nella quarta riga della matrice suggerisce lo
sviluppo secondo tale riga:

det A=(-1"?.1.

N N B

5
3_
0-—

N A~ O

Sviluppando ora secondo la terza riga, si ottiene:

50 4
detA=2. -2 =2-(-20)-2-(12-10)=-40-4=-44 .
3-4 2 3
2. Calcolare il determinante della sequente matrice:
0 01
01
A=l2 1-1 4
3 7 E 6
2
Soluzione

Sviluppando il determinante secondo la prima colonna si ottiene:

0 1 0 1 4
detA=2./0 1 al|-3-/0 1 a
716 1-1 4

2

Sviluppando ancora secondo la prima colonna entrambi i determinanti di
ordine 3, otteniamo:

18
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1 4 1
detA=2.7. -3-1 =11-(a-4).
1l a 1 a
3. Calcolare il determinante della seguente matrice:
10 2 3 O
0 a-2 -3 0
A=l 3 1 2 1 0
00 2 40
-1-2 0 11

Soluzione
Sviluppiamo il determinante secondo la quinta colonna che presenta i primi
quattro elementi nulli; si ottiene:

2
-2 _
detA=1.
2
2

o w o P,
o r 9 O
AL owow

Sviluppando ancora secondo la prima colonna della matrice, otteniamo:

a-2-3 0 2 3
detA=1-/1 2 1{+3-ja-2-3|=2.
0 2 4 0 2 4
4. Calcolare il determinante della sequente matrice:
6 10 3
A=| 3 5-1
-2 1 3

Soluzione
Applichiamo la regola di Sarrus:

detA=6-5-3+10-(-1)-(-2)+3-3-1-10-3-3-6-(-1)-1-3-5-(-2)=65
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Esercizi da svolgere

Esercizio 1. Calcolare il determinante delle sequenti matrici

(1—\/§ 1—«/5) B=(x+1 1) CZ(a—b a2>
14+v2 1+3/° x*+1 x+1/ "’ 1 a+b/’

Esercizio 2. Applicando la regola di Sarrus, calcolare i sequenti determinanti:

6 9 -9 1 4 3
detdA =14 0 3l ; detB=| 2 -5 6.
2 5 -6 -3 6 -9

Esercizio 3. Calcolare il sequente determinante:

1 4 3

detA=| 2 -5 6

-3 6 0

Esercizio 4. Calcolare il seguente determinante:

31 -1 -1

_10 0 3 1

detd = 5 0 0 1

4 4 3 0

Risposte
1. detA=—1; detB =2x ; detC = —b?.

2. detA=0; detB =0.
3. detd =-117

4. detd =34
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Matrice Inversa

Per ogni n € N* esiste la matrice quadrata di ordine n

1 0 -0
1 0

[ =
0O 0--1

detta matrice identita perché A-1 =1-A=A qualunque siala matrice A di ordine n.

Sia A una matrice quadrata di ordine n. Diremo che A ¢ invertibile se esiste una
matrice A™' diordine n tale che
AA1=A"1A=1

La matrice A™! si chiama matrice inversa di A . Si puo verificare che, se esiste, l'inversa
di una matrice é unica.

Esempio. La matrice inversa di 4 = (:g :; ) e la matrice B = (_é _43 ) perché
: — (1 0 — g-1
risulta AB=BA= ( D 9 ) edunque B = A7,

TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata ammetta
I'inversa é che il suo determinante sia diverso da zero.

In simboli: esiste Al o detd#0

TEOREMA (CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA). Se A=(aij) & una matrice di
ordine n invertibile, gli elementi bi; della matrice inversa A~ sono dati da
L det A

dove (-1)" det A, éil complemento algebrico di aji.

7

Siano A e B matrici quadrate di ordine n con det A # 0. Poiché esiste A!, per risolvere
le equazioni matriciali
AX=B e Y-A=B
21
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basta moltiplicare, rispettivamente, a sinistra e a destra per A™:

X=A1B e Y=B-A!

NOTA - Poiché detA;; = det AL-T]- , indicato con A* la matrice aggiunta, cioe la matrice che

ha come elementi i complementi algebrici degli elementi di A7, per calcolare la matrice
inversa di A si puo procedere in questo modo

A trasposta AT complementi algebrici A*

A1 < premoltiplica per 1/detA

Esempio.
A= [} ;] detA=—1
oo )
A= [—21 _13]

at=-1[2 )=[7F 2] infaui

a = AT =0 o

NOTA - Nel caso di una matrice A di ordine 2, per determinare A~! si puo procedere in
questo modo:

e siscambiano gli elementi sulla diagonale principale,

e sicambia segno agli elementi sulla diagonale secondaria,

e sidivide ogni elemento per det A.
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fampio 4=(7 Daer=1s = a1= (% D=(¥ 2

Esercizi sulla Matrice Inversa

1. Determinare la matrice inversa di

110
A=l1 1 2
011

Soluzione
Calcoliamo prima il det A. Sviluppiamo secondo la prima colonna:

det A =

11 11

O L P
N
R N O

‘1 2‘ ‘1 o‘

Essendo det A #0, A e invertibile.
I complementi algebrici degli elementi di A sono:

. 1 2 N il 2
(—1)11detA11:+ 11 :—1; (—1)12detA12:— O 1 :_1,-
. 1 1 } 1 0
(—l)lsdetAlgz-i- 0 1 :+l; (—1)21detA21:— 11 :_1;
. 1 0 . 1 1
(—1)22detA22:+ 0 1‘:+1, (—1)23detA23:— 0 L :_1;
N 1 0 N 1 0
(-1’ detA,, =+ L o =42, (-1°?detA,, =— L o -2
3+3 _ 1 _
(D)™ det Ay =+ L 170

Ricordando il Teorema di calcolo della matrice inversa, gli elementi bj della matrice

. det A
inversa A~! sono dati da by =(-1)" ij'. Applicando questa formula:

23
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i1

“1-1 2 i 21
Al=_=|_1 1-2|=| =2 -= 1

1-1 0 2 2
211,

2 2

La stessa soluzione puo essere ottenuta utilizzando la matrice trasposta e quindi la

matrice aggiunta. Si ha
110
AT = <1 1 1)
0 2 1

I complementi algebrici degli elementi di A” sono

11 1 1
(D' det Al =+ |, | |=-1; (=D'detdl; =~ |, [|=-1
_1)1+3 T _ T 1) ,. _1)2+1 r —_ |1 0|__q.
D™detAfs=+ |, o |=+2; (-D*det AL =~ |, |=-1;
_1)2+2 |1 01_ 4. _1)2+3 r —_ |1 1|__,.
(-D**det A =+ | | =+1; (-D*det Ay =~ | o, |=-2;
(—D¥*idet 4T, =+ | 1 O] =41, (-1D**2det 4l =— |1 O]=—1;
1 1 1 1
_1)3+3 T _ 1 1)_
(-D**det AL =+ | ; | |=0.
La matrice aggiunta e dunque
-1 -1 2
Ar=1-1 1 =2
1 -1 0
e la matrice inversa e
1 1 il
/-1 -1 2 2 2
-1
At=—Z(-1 1 =2)=| = -2 1
2\{ 1 o 2 2
1 1 0
2 2

24
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2. Determinare la matrice inversa di
1 2 0
A= 0 1 4
0O 0 3
Soluzione.

Calcoliamo prima il det A. Sviluppiamo secondo la prima colonna:

1 2 0
1 4
detA=|0 1 4|=1 =
0 3
0O 0 3

Essendo det A #0, A e invertibile.

I complementi algebrici degli elementi di A sono:

(-1 detA, =+ ! ‘; =3; (-1)"** detA,, = - g : =0;
(-1)"*°detA,, =+ g 01 =0; (-1)*'detA,, = - 3 2 Sy
(—1)2*2detA22=+(1) 2‘:3; (-1° det A,, = — ! i‘:o;
(-1 det A, =+ f 5 -8, (-1)°?detA,, =— ; Z‘:— ;
(-1’ det Ay, =+ ; 21 =1,

Utilizzando il Teorema di calcolo della matrice inversa A~! siha

1 -2

>

o

Il
Wl
o o w

-6 8
3-4 |=| 0 1 -
01

Wik Wwld w|oo

Utilizzando la procedura alternativa (ma equivalente) si ottiene
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1 0 O
AT=[2 1 0
0 4 3

I complementi algebrici degli elementi di A” sono

(—1)*'det AT, = + 41} g | =3; (=1)*?det AT, = — (2) (3’ — —6;
(—1)*3det AT, = + S i |=8; (—1)?*'det AT, = — 2 g —0;
(—1)**2det AT, = + (1) g | =3; (—=1)#*3det AL, = — (1) 2 - _4;
(—1)%*'det AT, = + 2 8 =0, (—1)%*2det AT, = — ; 8 = 0;
(—1)3*3det AT, = + é i |=1.

1 2 8
3 —6 8 €
L1 4
A =§ 0 3 —4|=|l0 1 —3
0 O 1 . 1
3
3. Determinare la matrice inversa della matrice:
1 a O
A=l 0 1 a con aeR.
0O 0 1

Soluzione.
La matrice A e invertibile sempre perché det A=1#=0 per ognia € R e risulta

a.2
At = -a
1

© o Bk
O o
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Esercizi da svolgere

Esercizio 1. Calcolare, se esistono, le inverse delle segquenti matrici:

11 1
5 3 x 1
A=( ) Bz( ) C=<O 1 1).
V4 1 V4
3 2 y 0 0 1

Esercizio 2. Trovare la matrice X in modo che risulti
-1 2 _ (-7 —4
(—1 1) X = (—5 —3) )

Esercizio 3. Determinare per quali valoridi k € R risultano invertibili le seguenti matrici:

0 2 3 k+3 3 2+k
A=\2k 2+2k 6| , B= 2 2 k .
5 4

k 4-2k 3

7+V17

P .

3. Aeinvertibileperk #0 e k # 1. B einvertibile per k #

27
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Rango (o caratteristica) di una matrice

La nozione di determinante di una matrice e definita solo per le matrici quadrate, ossia se
A € una matrice di tipo m xn con m # n, non esiste il determinante di A.
Data una qualunque matrice (quadrata o rettangolare)

a,; 4, - 4,
A= a, 3y a,,
a a a

da essa si possono “estrarre” delle sottomatrici quadrate i cui determinanti si dicono
minori della matrice A. Il numero di righe (o colonne) della sottomatrice quadrata
estratta si chiama ordine del minore.

DEFINIZIONE. Si chiama rango (o caratteristica ) della matrice A l'ordine massimo dei
minori non nulli che si possono estrarre da A.

In altre parole, l'intero positivo k <min {m, n} ¢ la caratteristicadi A se:
1) dalla matrice A si puo estrarre almeno un minore non nullo di ordine k;
2) tuttiiminori di ordine maggiore di k, che si possono estrarre da A, sono nulli.

Esempio. La matrice

1
-1
1

w w O
o N DN
© O N

puo avere al massimo rango 3 perché tale e I'ordine massimo delle matrici quadrate in
essa contenute. Si verifica che i quattro minori di ordine 3 estraibili dalla matrice sono
tutti nulli e percio il rango sara minore di 3. Poiché tra i minori di ordine 2 ve ne e
almeno uno non nullo, ad esempio

10
-1 3

si ha che il rango della matrice e 2.
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Esercizio 1.
Determinare il rango della matrice

Soluzione
Si osservi che i quattro minori di ordine 3 che si possono estrarre da questa matrice

2 5/ -1 2 5/ |-1 3 5| |-1 3 2
2 4 3,/ 6 4 3, 6-2 3/,|6-2 4,
4 10 |-2 4 10| |-2 6 10| |-2 6 4

sono tutti nulli, ossia hanno tutti determinante uguale a zero. Poiché risulta ad esempio:

-1 3
=-16#0,
6 -2

rimane provato che esiste almeno un minore di ordine 2 con determinante diverso da zero
e percio il rango della matrice consideratae2: r(A)=2.

Esercizio 2.
Determinare il rango della matrice

57
A= 283
3 5
Soluzione.
Poiché det A=0 e per esempio
3 5
=1+0,
1 2

segue che il rango della matrice consideratae2: r(A)=2.
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Per determinare il rango di una matrice, si possono ridurre i calcoli se si utilizza il
seguente teorema:

In pratica, si procede nel seguente modo.

Supponiamo di aver trovato un minore D, d’ordine r, non nullo. Calcoliamo i minori
d’ordine (r+1) ottenuti “orlando” il minore D :
e se tutti questi minori sono nulli, il rango della matrice e r;
e se almeno uno di essi e non nullo, bisogna ripetere il procedimento considerando
quest’ultimo minore.

Esercizi svolti

1. Determinare il rango della matrice:
1 240
A= 4 213
0124
Soluzione

Applichiamo il procedimento di Kronecker.

12 2
Consideriamo la sottomatrice [4 ZJ , essa e tale che 2‘=—6¢0 , da cui

2<r(A) <3=min{3,4}.
Consideriamo ora le sottomatrici di ordine 3 ottenute orlando la sottomatrice

considerata:
124 120
M=|4 211 e N= _4_2:_3_

0 112 01:4
1

Poiché det M =30, siconclude che r(A)=3.
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2. Determinare il rango della matrice:

O O b N
P O O B
© P W W

Soluzione
Applichiamo il procedimento di Kronecker.

21 21
Consideriamo la sottomatrice ( a OJ , essa e tale che 0‘ =-4£0, da cui

2<r(A)<3=min(4,3) .
Considerata la sottomatrice di ordine 3

2 1,5
_ I
M=| 4 0!3],
0 0'1

risulta det M =—4 #0; si conclude pertanto che r(B)=3.

3. Trovare il rango della matrice

o P N O

Soluzione
La matrice contiene il minore non nullo di ordine 2

-4 3
—‘ ‘:2¢0.
1

Orlando il minore M si ottiene il minore di ordine 3

2-4 3
N=/1-2 1(=1+0.
0 1-1

Poiché i due minori del quarto ordine ottenuti orlando N sono nulli:

31



MGF CLEAM 2023-24

A O P N

UNIMORE

|
> P

|
N W

il rango della matrice A eugualea 3.

Soluzione

Trovare il rango della matrice

3 4
4 5
A=|5 6

10 11 12 13 14
15 16 17 18 19

CARLO ALBERTO MAGNI

2-43 0
1-2 1 2
:0,
0 1-1 1
4-7 4 5
5 6 7
6 7 8
7 8 9

La matrice contiene il minore non nullo di ordine 2:

3 4
4

‘:—17&0.
5

Poiché tutti i nove minori di ordine 3 ottenuti orlando M sono nulli:

15

si conclude che il rango della matrice A e2.

4 5
5 6(=0;
6 7

4 5
5 6
11 12

4 5
5 6|=0,
16 17

15

4 6
5 7|=0;
6 8
4 6

5 7
11 13

4 6
5 7|=0;
16 18

32
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Matrici dipendenti da un parametro

A volte e importante determinare il rango di una matrice, discutendo il problema in
relazione ai parametri reali che vi figurano. Trattiamo l’argomento presentando qualche
esempio.

Esercizio 1.
Calcolare, per ogni valore del parametro k € R, il rango delle seguenti matrici

4=y 1) 2= ) =G )

Soluzione
1) detA = k? + 2,quindi det A # 0 per ogni k € R e pertanto r(A) = 2 per ognik € R.

2) detB =k?+ 2k =k(k+ 2) quindidetB # Operk=0eK = —2.
o Sek+0ek #—2sihadetB # 0epertantor(B) = 2.
o Se k=0 oppure k=-2 sihadetB=0 e detM #0 con M = (1)
epertanto r(B) = 1.

3) detC = —2k? + 2k? = 0 per ogni k € R quindi r(C) < 2.
o Sek+#0 sihar(C)=1.
e Se k=0 sihar(C)=0.

Esercizio 2.
Calcolare, per ogni valore del parametro t, il rango della matrice:

2t 1 4
A= 2 0 -1

4 t t+2
Soluzione
Troviamo i valori dit per i quali si annulla il determinante di A, ossia risolviamo
I'equazione:

2t 1 4
2 0 -1 |=0.
4 t t+2

Sviluppando il determinante si ottiene l'equazione t*+3t—-4=0 che ammette le
soluzioni t=1 e t=—4.Dobbiamo quindi distinguere i seguenti casi:
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Caso 1. Per t#1, t#—4, il determinante della matrice A e diverso da zero e percio

A harango 3: r(A)=3.

Caso 2. Per t=1, siha
1
2 1
-1 (=0, ‘ =-2=0,
2 0
1
percio il rango della matrice A e2: r(A)=2.
Caso 3. Per t=-4, siha
-8 1 4
-8 1
2 0 -1|=0, -2#0,
2 0
4 -4 -2
percio il rango della matrice A €2: r(A)=2.

Esercizio 3.

Determinare, per ogni valore del parametro t, il rango della matrice:

t 0
A=t t—-1

0
0 .
t 2t—2 2t-2

Soluzione

Troviamo i valori dit per i quali si annulla il determinante della matrice A, cioe
risolviamo I'equazione t (t —1) (2t -2) =0 che ammette le soluzioni t=0 e t=1.

Dobbiamo quindi distinguere i seguenti casi:

Caso 1. Pert#0, t#1, il determinante della matrice A e diverso da zero e percio

A harango 3: r(A)=3.

Caso 2. Pert=0, siha
0 0 0
-1 0
0O -1 0 (=0,
-2 -2
0O -2 -2

34
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percio il rango della matrice A e2, cioe r(A)=2.

Caso 3. Per t=1, siha
0 0
0 0/=0,
0 0

e tutti i minori di ordine 2 uguali a zero perché la matrice A ha due
colonne tutte di zeri; pertanto, il rango della matrice A e1: r(A)=1.

Esercizi da svolgere

Esercizio 1. Determinare il rango delle seguenti matrici.

B B 10 11 0
=G 2 e 2D em(e 1)

Esercizio 2. Studiare il rango delle seguenti matrici in funzione di k.

k 0 —k
SEEE]

Risposte.
1. rA)=1; rB)=2;r(C)=3.

2. T(A) =2 perk# 12 ; r(A) =1 perk =+2 .

r(B) =2 perogni keR .
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SISTEMI LINEARI

Sistemi lineari di m equazioni in n incognite

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite e della forma

a; X, +a,X, +--+a,,X, =b;
Ay Xy +aAyX, + -+ 8, X, =b,

Il sistema soprascritto e costituito da m equazioni nelle n incognite x;,x;, ... ,x, . Il
sistema si dice lineare perché nelle equazioni ogni termine incognito figura al primo
grado. I numeri reali a;;, a;;, ..., che compaiono nel sistema, vengono indicati
brevemente con a;; e prendono il nome di coefficienti del sistema; i numeri
reali by, by, ..., b, prendono il nome di termini noti. Se i termini noti sono tutti nullj, il
sistema lineare si dice omogeneo.

Il sistema e caratterizzato dalla matrice A dei coefficienti, detta anche matrice del
sistema, dal vettore B dei termini noti e dal vettore X delle incognite.

ay Qp Ay bl X

Ay 8p & b2 X2
A= "I, B=| |, X=|,

am1 am2 amn bm Xn

Il sistema si puo rappresentare

1. in forma matriciale esplicita :

a a, A1n b,

az; az; 2n b
Xq +xl |+t Xy =|"2

am1 Am2 Amn bm

1. in forma matriciale compatta:
A-X=B

dove A-X e il prodotto righe per colonne della matrice A per il vettore X. Si osservi
che si tratta del prodotto di una matrice m xn per una matrice nx 1 (matrice colonna)
che da per risultato una matrice m x 1. Esistono delle condizioni sui coefficienti e sui
termini noti affinché il sistema ammetta delle soluzioni, ossia affinché esistano dei valori
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reali xq,x,,..,x, periqualitutte le equazioni del sistema risultino contemporaneamente
soddisfatte; in tal caso la n-pla (x4, x5, ... ,x,, ) € dettauna soluzione del sistema.

Caso m=n con detA # 0.

a X, +a,X, +--+a,,X, =b,

Ay Xy + 85X, + -+ a8, X, =b,

2n*n

(1)

Siano rispettivamente A, B, X la matrice dei coefficienti, dei termini noti, delle incognite:

41 8 8y b, X
dy Ay Ay b X
A= "1, B=| |, x=|7?
Ay dpp ot Ay bn Xn

Se det A # 0 il sistema ha una ed una sola soluzione.
Per trovare la soluzione del sistema illustriamo due metodi generali (caso m=n, det A #0).

Primo metodo: Metodo matrice inversa.

Risolvere il sistema significa risolvere 1'equazione AX =B :

AX =B

A™'B

A71(4X)

(A"1A)X = A™'B
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Esempio
Consideriamo il sistema rappresentato da AX = B con

1 -3 0 X -1
2 0 3 z 2
detA=34+64+0—-(04+0+4+0)=9

Poiché det A # 0, determiniamo la matrice A™':

1 0 2
AT = <—3 1 O)
0 -1 3

3 9 3
A=|1-2 3 1
-2 -6 1

1/3 1 1/3
Al= (—2/9 1/3 1/9)
—2/9 —2/3 1/9

1/3 1 1/3\ /-1 10/3
X=A"'B= <—2/9 1/3 1/9)( 3 ) = ( 13/9 )
—-2/9 —2/3 179/ \ 2 —14/9

oo ) . 10 13 ~14
Pertanto, il sistema dato ha come unica soluzione (x = SY=5.2= T)'

Esercizio

32 -1 7
Date le matrici A:[4 3] e B:(+3 5] risolvere l'equazione AX = B.

Soluzione

—4

e Adtp 3-2)(-17) (-9 11
B -4 3 3 5) | 13 -13

3 -2
Poiché detA #0 e A_lz( c J si ha:
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Secondo metodo : Metodo di Cramer.

Senza ricorrere alla matrice inversa, un metodo generale per risolvere il sistema (1) e dato
dal seguente teorema.

TEOREMA DI CRAMER. Il sistema lineare AX =B con A matrice quadrata di ordine n e
det A # 0, ammette una ed una sola soluzione data da

_ detA, _det4, _ det4,
17 Geta 2= Geta © " = Heta

dove A; é la matrice che si ottiene sostituendo la colonna i-esima di A con la colonna B
dei termini noti, peri=1,2, ... n.

In forma matriciale compatta il teorema di Cramer e espresso da

det A,
1 [ deta
X=A"'B=—+- 2
detA
det 4,

Esercizio 1
Risolvere con il metodo di Cramer il sequente sistema di equazioni lineari:

2X, +6X, +4x, =1
X;+3X, —X;=2
X+ X, + 2%, =1
Soluzione
La matrice del sistema e :

2 6 4
A= 1 3 -1 erisulta det A=24.
-1 1 2

Poiché det A0, per il teorema di Cramer, il sistema lineare ammette una ed una sola
soluzione (xi,x,,x3) fornita dalla regola di Cramer:
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1 6 4 21 4 2 6 1
detA,=| 2 3-1(=-27, detA,=| 1 2 -1|=21, detA,=| 1 3 2|=-12 .
11 2 -1 1 2 -1 1 1
Xl:detAlz_zz_g
det A 24 8
XZ:detAzz 21 7
detA 24 8
detA, 12 1
T detA 24 2
Esercizio 2
Risolvere il sequente sistema di equazioni lineari:
3X +y-2z=-2
X—-2y +52=-1
2x+3y —-z=11.
Soluzione
3 1-2
detA=|1-2 5|=-42,
2 3-1

Poiché det A #0, il sistema si puo risolvere applicando il teorema di Cramer. Risulta:

7 i, =7 3-2-2 31 -2
det A, =|-1-2 5|=42; detA,=|1 -1 5|=-210; detA,=|1-2 —1|=-84;
11 3-1 2 11 -1 2 3 11

e pertanto la soluzione cercata e:

CodetA  —42 Y= eta  —a CdetA  —42

o detA 42 _detA, _-210 . _detA, -84 _
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I1 teorema di Rouché — Capelli

Consideriamo un sistema lineare di tipo generale, formato da m equazioni
nelle n incognite xq,x;, ... , Xy

aj1x, +apx, + - +apx, =b;
ar1xq + axpx, + - +apx, =b,
A1 X1 + QX + + QmnXn = by

0, con notazione matriciale, AX = B, dove A e la matrice dei coefficienti ed e detta matrice
incompleta del sistema di equazioni:

ayr Az o Qan

a a cee a
A= 21 22 2n

m1 Am2z  ** Amn

La matrice X e la matrice delle incognite:

X =1 X3

La matrice B & la matrice dei termini noti:

Si definisce matrice completa del sistema (2), la matrice C ottenuta aggiungendo alle
colonne di A la colonna dei termini noti :

a; Qp Qg bl
C— a ay a,, bz
aml a'm2 amn bm

Il seguente importante teorema fornisce un criterio per stabilire se il sistema (2) ammette
oppure no soluzioni (si tenga presente che m ed n non sono necessariamente uguali).
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TEOREMA DI ROUCHE-CAPELLIL. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema
di m equazioni lineari in n incognite abbia soluzioni é che le matrici completa e
incompleta del sistema abbiano lo stesso rango.

Se il sistema ha soluzioni, detto k il rango delle due matrici (completa ed incompleta), per
risolvere il sistema si procede nel seguente modo:

1) Dalla matrice incompleta A si estrae una sottomatrice quadrata Ay con k=r(A)e det A, # 0.

2) Si scrive un “nuovo” sistema formato dalle k equazioni i cui coefficienti sono le righe di Ay, .
Inoltre, si portano al secondo membro tutti gli eventuali n-k termini i cui coefficienti non
compaiono in Ay .

3) Si risolve questo sistema di k equazioni in k incognite, con determinante non nullo, mediante
la regola di Cramer;

4) Le soluzioni del sistema iniziale sono le n-ple ottenute con la soluzione del sistema
costruito nel punto 3) e con gli n-k parametri se k <n.In questo caso si dice che

il sistema ha oo™k soluzioni.
Ad esempio, sia k, k<n, il rango di A edi C e sia D una sottomatrice di A avente

rango k, per semplicita supponiamo che D sia costituita dalle prime k righe e dalle
prime k colonne.

a;; 4y Ay
Ay Ay Aak

D= , detD=0.
g Gy Ak

Consideriamo il sistema nelle incognite xi,xz, ..., Xk

a; X, + -0+ 3y X :bl_a1k+1xk+1_"'_a X

1n“*n

A Xyt Xy = bk ~ Qi X — T X,
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Poiché detD #0, per il teorema di Cramer, il sistema (3) ammette una ed una sola
soluzione nelle incognite xi,x;,..,X; , in questa soluzione figurano come parametri
Xig1r o » Xp, a cui si puo attribuire qualunque valore reale. In definitiva il
sistema (2) ammette pertanto infinite soluzioni, ciascuna delle quali si ottiene ricavando,
con la regola di Cramer, i valori di x4, x5, ... ,x; e fissando arbitrariamente xy4q, ... , X, .

Esempio 1

Consideriamo il sistema
xl —_— xz = 2
xz - X3 - _4‘ ’

la matrice incompleta A e la matrice completa C sono

a=(p 7o) =0 705

ed hanno entrambe rango 2 e pertanto il sistema ammette soluzioni. Dalla matrice A
estraiamo una sottomatrice quadrata di ordine 2 e rango 2. Sia per esempio

(1 -1
D= ( 0 1 )
Si considera allora il sistema
{ x1 - XZ = 2
Xy = —4 + X3

ottenuto considerando come incognite quelle relative ai coefficienti delle colonne di D
mentre le altre incognite si portano al secondo membro e si considerano “termini noti”.

. . I . .1 1 -1
Possiamo riscrivere il sistema, con notazioni matriciali: DX = B con D = ( ),X =

0 1
(2), B = (_4 i x3)’ ossia
(6 G)=(Ca%)

La matrice D ammette l'inversa (il suo determinante ¢ non nullo e uguale a 1). La
calcoliamo:

- == D=o-1G D=6

e quindi
(xl) _ (1 1)( 2 ) — <_2 + X3)
xz O 1 _4' + x3 _4' + X3
La soluzione generale del sistema e dunque
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xl _2 + X3
x3 x3

Per ogni x; € R questo sistema ammette la soluzione x; = —2 + x3, x, = —4 + x3. Percio
il sistema dato ammette le infinite soluzioni (-2 + x3, -4+ x5, x3) ottenute al variare
di x3 in R.

Esempio 2
Consideriamo il sistema
X1 +x, =3
{ 31 —x, =1
2x1 +3x, =8

la matrice incompleta A e la matrice completa C sono

1 1 1 1 3
A= <3 —1) , C= (3 -1 1)
2 3 2 3 8

ed hanno entrambe rango 2 e pertanto il sistema ammette soluzioni. Dalla matrice A
estraiamo una sottomatrice quadrata di ordine 2 e rango 2. Sia per esempio

(1 1
= (3 _1)
Si considera allora il sistema
{ x1 + xz = 3
3X1 - xz = 1

ottenuto considerando come incognite quelle relative ai coefficienti delle colonne di D
mentre le altre incognite si portano al secondo membro e si considerano “termini noti”.
Risolvendo questo sistema (per esempio con Cramer) si ottiene la soluzione x; = 1,x, = 2
che e anche l'unica soluzione del sistema dato perché il rango k e uguale al numero n
delle incognite.

Esempio 3
Discutere e risolvere al variare del parametro il sistema
{ hx +y=1
x+hy=1—-h
. .. (h 1 . . . (h 1 1 .
La matrice incompleta ¢ A = ( 1 h)’ la matrice completa ¢ C = ( 1 h 1- h)' Risulta

det A = h* — 1 e pertanto
1) se h=+1 siha detA =0, quindi r(4) = 1 mentre r(C) = 2 e percio il sistema non
ammette soluzioni.
2) se h# *1 siha detA # 0er(A) =1r(C) = 2 e percio il sistema ammette soluzioni.
Applicando, per esempio, il teorema di Cramer si trova la soluzione

2h—1 h—h%*-1
h? -1 "~ hz2—-1 )
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Sistemi omogenei

Un sistema lineare avente tutti i termini noti nulli, ossia del tipo AX = 0:

a; X, +a X, +---+a;,X, =0

a, X, +a,X, -+ a8, X, =0

2n“*n

(4)

prende il nome di sistema omogeneo. Tale sistema ha sempre soluzione perché ammette
la soluzione banale o ovvia (x4, x5, ... ,x,)=(0,0,...,0). Diremo che (xi,x;,...,%,) €
una soluzione non banale, detta anche soluzione propria, se almeno uno dei numeri
reali xq,Xy,... ,X, non énullo.

Se il sistema (4) ammette una soluzione propria (xq,x3,..,%,), allora ammette anche
infinite soluzioni, della forma

(axqi, ax,, ... ,axy)

qualunque sia a € R. Basta infatti sostituire questa soluzione nel sistema (4) e
raccogliere il fattore a.

Da quanto detto, nel caso sia m = n, il sistema lineare omogeneo (4) ammette una
soluzione non banale (e quindi infinite) se e soltanto se risulta detA = 0.
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Esercizi da svolgere

Esercizio 1.
Risolvere il sistema AX = B essendo

A= 2 5), x=(§), p=(l).

Esercizio 2.
Discutere e risolvere, al variare del parametro reale k, il sistema AX = B con:

k 1 k X 0
(5 4 8). x=(). a-(5)
-k -1 0 z -1

Risolvere i segquenti sistemi lineari:

Esercizio 3.

x+y+z=6 x+y—2z=3 x+y—3z=0
a) {2x+y—z=1 ; b){x—y+z=—1 ; c){ x+1ly=0 ;

x—y+2z=5 2x—z=0 x—y+2z=0

2x—y+z=0 x+y=h-1 _

x—5y—z=0 —x+(h-1)y=3 Y=
Risposte:

19-23z 20+8z
1. )

T TR z) perogni z € R.

k-1 2k+1 -1

k2 Kk’ 7)
Per k =0 sistema impossibile .

3a) (1, 2, 3).

3b) Non ammette soluzioni.

3c¢) (0, 0, 0).

3d) 2y, y, —3y) perogni y€ R.

3e) Sistema impossibile per h # £1.
Per h =1 wunica soluzione (-3, 3).

2.  Per k # 0 unica soluzione (

Per h = —1 unica soluzione (-1, -1).

3f) Per h # +1 unica soluzione (%Z , :_—h)
Per h=1 soluzioni: (1—y, y) perogni y € R.
Per h = —1 sistema impossibile .
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