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Algebra lineare 

 Docente: Carla Fiori 

 Revisione, integrazioni ed editing: Carlo Alberto Magni  

1. Algebra lineare (1) – Matrici e determinanti  

0:00:00 Intro  
0:00:15 Matrici  
0:20:55 Operazioni tra matrici  
0:57:09 Determinante di una matrice 1x1 e 2x2  
1:03:47 Outro 

 

2. Algebra lineare (2) – Determinante e matrice inversa  

0:00:00 Intro  
0:00:15 Determinante di matrici 3x3: regola di Sarrus  
0:10:13 Determinante di matrici 3x3: Teorema di Laplace  
0:38:09 Matrice inversa  
0:53:19 Inversa di matrice 2x2  
1:00:00 Domanda  
1:00:10 Outro 

 

3. Algebra lineare (3) – Matrice inversa, rango, matrici parametriche 

0:00:00 Intro  
0:00:16 Matrice inversa (richiamo)  
0:04:00 Complemento algebrico  
0:08:09 Procedimento per il calcolo dell'inversa  
0:22:42 Rango (o caratteristica) di una matrice  
0:38:40 (Rango di) matrici parametriche  
1:02:25 Esercizio: sistema di equazioni  
1:08:30 Esercizio: calcolo di inversa 3x3  
1:15:44 Outro 

4. Algebra lineare (4) – Sistemi lineari di equazioni  

0:00:00 Intro  
0:00:16 Sistemi di equazioni lineari  
0:07:19 Caso m=n (matrice dei coefficienti quadrata): risoluzione con matrice inversa 
0:22:58 Caso m=n (matrice dei coefficienti quadrata): risoluzione con metodo di Cramer  
0:34:21 Caso m diverso da n (matrice dei coefficienti rettangolare)  
0:56:41 Esempio di sistema rettangolare risolto con matrice inversa  
0:58:46 Esercizi  
1:20:45 Outro 
 
 
 

 

 

https://youtu.be/ro418O46qKk
https://www.youtube.com/watch?v=ro418O46qKk&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=ro418O46qKk&t=15s
https://www.youtube.com/watch?v=ro418O46qKk&t=1255s
https://www.youtube.com/watch?v=ro418O46qKk&t=3429s
https://www.youtube.com/watch?v=ro418O46qKk&t=3827s
https://youtu.be/kYeqqddsNFk
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=15s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=613s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=2289s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=3199s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=3600s
https://www.youtube.com/watch?v=kYeqqddsNFk&t=3610s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=16s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=240s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=489s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=1362s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=2320s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=3745s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=4110s
https://www.youtube.com/watch?v=Bh4hlj4SRJ8&t=4544s
https://youtu.be/0wL21h8LAoE
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=16s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=439s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=1378s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=2061s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=3401s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=3526s
https://www.youtube.com/watch?v=0wL21h8LAoE&t=4845s


MGF CLEAM 2023-24 UNIMORE CARLO ALBERTO MAGNI 

3 

 

MATRICI 
 

 

Una  matrice  𝐴 di tipo  m x n è una tabella di m∙n elementi disposti in m righe ed n 

colonne e racchiusi tra due parentesi tonde ( o quadre): 

 

 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12  ⋯  𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22  ⋯  𝑎2𝑛
⋯   ⋯  ⋯  ⋯
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2  ⋯  𝑎𝑚𝑛

)  

 

Gli elementi di una generica matrice si indicano mediante una lettera con due indici il 

primo dei quali indica la riga e il secondo la colonna a cui l’elemento appartiene. La 

matrice soprascritta è formata  

 

dalle  m   righe       ( )naaa 11211   

( )naaa 22221   

  

( )mnmm aaa 21  

dalle  n   colonne 





















1

21

11

ma

a

a


   ,   





















2

22

12

ma

a

a


   ,       ,   





















nm

n

n

a

a

a



2

1

    

 

L’elemento  aij  prende il nome di elemento di posto  i,j  della matrice e si trova 

all’incrocio della riga  i-esima  con la colonna  j-esima 

 

 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

 

 

 

➢ La matrice il cui elemento di posto  i,j  è  aij , a volte è indicata brevemente con il 

simbolo ( )ija . 

 

➢ Una matrice  1 x n  è detta  vettore riga.  Ha la forma 

2° colonna 

1° riga 



MGF CLEAM 2023-24 UNIMORE CARLO ALBERTO MAGNI 

4 

 

 

( )naaaA 11211 =  

 

➢ Una matrice  m x 1  è detta  vettore colonna.  Ha la forma 

 





















=

1

21

11

mb

b

b

B


 

 

➢ Matrice trasposta 𝐴𝑇  di una matrice A è la matrice che si ottiene da A scambiando le 

righe con le colonne. 

𝐴𝑇 = (

𝑎11 𝑎21  ⋯  𝑎𝑚1
𝑎12 𝑎22  ⋯  𝑎𝑚2
⋯   ⋯  ⋯  ⋯
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛  ⋯  𝑎𝑚𝑛

) 

 

Esempi. 
 

𝐴 = (
1 0
45 −5
13 −6

) 

 

 
 

⟹ 

 
 

𝐴𝑇 = (
1 45 13
0 −5 −6

) 

 
𝐵 = (1 2 5) 

 

 
⟹  𝐵𝑇 = (

1
2
5
) 

 

 

➢ Se m = n la matrice si dice quadrata, di ordine   n .  

 

➢ Una matrice quadrata si dice simmetrica se 𝐴𝑇 = 𝐴 

Esempio.                                 𝐴 = [
1 2 0
2 9 −1
0 −1 5

] = 𝐴𝑇 

 

➢ Una matrice  quadrata si dice triangolare superiore se 𝑎𝑖𝑗 = 0 per 𝑖 > 𝑗 

Esempio.                                          [
1 2 −2
0 9 −1
0 0 5

] 

➢ Una matrice  quadrata si dice triangolare inferiore se 𝑎𝑖𝑗 = 0 per 𝑖 < 𝑗 

Esempio.                                        [
1 0 0
2 10 0
3 −1 −2

] 
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➢ Una matrice si dice diagonale se  𝑎𝑖𝑗 = 0   per  𝑖 ≠ 𝑗  

Esempio.                                        [
1 0 0
0 −14 0
0 0 23

] 

 

➢ La matrice diagonale tale che 𝑎𝑖𝑖 = 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,  si chiama matrice  identità 

 

𝐼 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 

 

 

 

 

Operazioni con le matrici 
 

 

1) Se  ( )ijaA =   e  ( )ijbB =   sono due matrici  m x n , si definisce  somma di  A  e  B  e si 

indica con  C = A + B, la matrice  m x n  il cui elemento  cij di posto  i,j  è dato da   
 

 

cij = aij + bij 

 
 

Esempio.                  [
2 −1 3
0 1 5

] + [
1 3 −1
−2 0 1

] =  [
3 2 2
−2 1 6

] 

 

 

2) Se  ( )ijaA =   e  ( )ijbB =   sono due matrici  m x n , si definisce  differenza 

di  A  e  B  e si indica con  C = A - B, la matrice  m x n  il cui elemento  cij di posto  i,j  

è dato da   
 

 

cij = aij - bij . 
 

 

 

 

 

 

Esempio.                  [
2 −1 3
0 1 5

] - [
1 3 −1
−2 0 1

] =  [
1 −4 4
2 1 4

] 

 

 

3) Se  𝐴 = (𝑎ij)  è una matrice  m x n   e   𝜆 ∊  ℝ ,  si definisce prodotto di  per 𝑨, e si 

indica con   𝐴, la matrice  m x n  il cui elemento di posto  i,j  è   
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ija  

 

 

Esempio.                            7 [
2 −1 3
0 1 5

] =  [
14 −7 21
0 7 35

] 

 

 

4) Date le matrici 𝐴 di tipo 1 x n  e B di tipo m x 1, si definisce  prodotto  del vettore 

riga  𝐴  per  il vettore colonna  B,  il numero 

 

( ) .2211

1

1 nn

n

n bababa

b

b

aa +++=
















  

 

Esempio. 

( ) .192127)(34021

7

4

2

301 −=−=−++=
















−
 

 

 

5) Date le matrici  𝐴  di tipo  m x r  e  𝐵  di tipo  r x n , 

 





















=

mrmm

r

r

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 , 





















=

nrrr

n

n

bbb

bbb

bbb

B









21

22221

11211

 

 

si definisce  prodotto righe per colonne  di  𝐴  per  𝐵, la matrice 𝐶 tale che l’elemento di 

posto 𝑖𝑗 è ottenuto moltiplicando la 𝑖-esima riga di A con  la  𝑗-esima colonna di B. 

 

( ) rjirji

rj

j

iriij baba

b

b

aac ++=
















=  11

1

1   

 

Esempio.    Considerate le matrici 

 

𝐴 = (
1 2
3 4

) ,             𝐵 = (
1 0
1 0

) , 

si ha 
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𝐴 ⋅ 𝐵 = (
3 0
7 0

) ,    𝐵 ⋅ 𝐴 = (
1 2
1 2

)    

 

Si noti che il prodotto righe per colonne non gode della proprietà commutativa, ossia 

anche quando esistono sia  𝐴 ⋅ 𝐵  che  𝐵 ⋅ 𝐴  in generale risulta  𝐴 ⋅ 𝐵 ≠ 𝐵 ⋅ 𝐴 . 

 

 

Valgono le seguenti proprietà: 

 

𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 Proprietà associativa 

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 Proprietà commutativa 

𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵     𝜆 ∈ ℝ Proprietà distributiva 
(𝜆 + 𝜉)𝐴 = 𝜆𝐴 + 𝜉𝐴          𝜆, 𝜉 ∈ ℝ Proprietà distributiva 

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶) Proprietà associativa 

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 Proprietà distributiva 

𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵      𝜆 ∈ ℝ Proprietà associativa 
(𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 Proprietà distributiva 
(𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 Trasposta di una somma 

(𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 Trasposta di un prodotto fra matrici 

𝜆𝐴𝑇 = (𝜆𝐴)𝑇      𝜆 ∈ ℝ Trasposta di una matrice per uno scalare 
(𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴 Trasposta di una trasposta 

 

 

Esempio. 

Date le matrici                     𝐴 = [

0 −3
2    1
5    4
5 −1

]            ,         𝐵 = [

10    0
  0    1
−5    2
   0 −1

]              si ha  

 

(2(𝐴 + 𝐵))𝑇 = 2 [

10 −3
2    2
0    6
5 −2

]

𝑇

= 2 [
10 2 0 5
−3 2 6 −2

] = [
20 4 0 10
−6 4 12 −4

] = 2(𝐴 + 𝐵)𝑇 

 

Esercizio 1.  

Calcolare il prodotto (righe per colonne) delle matrici  

















=

13

52

31

A      e     








−

−
=

13

12
B    . 

Soluzione: 
 

( )  73321c11 =+−=   ;   ( )  21311c12 −=−+=   ;   

( )  113522c21 =+−=   ,   ( )  31512c22 −=−+=   , 

( )  33123c31 −=+−=   ,   ( )  21113c32 =−+=   ;   
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















−

−

−

=

23

311

27

BA  . 

 

 

Esercizio 2.  

Calcolare il prodotto delle matrici: 









=

204

121
A      e     

















−

−

=

22

51

43

B  

Soluzione. 
 

( ) ( )

( ) ( ) 










−
=











++−−++

++−−++
=

















−

−












128

83

225044221034

215241211231

22

51

43

204

121
 .  

 

 

Esercizio 3.  

Calcolare il prodotto delle matrici: 








 −
=

201

112
A      e     

















−=

0101

2211

0102

B  

Soluzione. 










 −
=

















−








 −

0304

2114

0101

2211

0102

201

112
 . 

 

 

 

Esercizio 4.  

Calcolare il prodotto delle matrici: 









=

654

321
A      e     















 −

=

111

2-13

011

B  

Soluzione. 










−

−
=

4725

1410
BA  . 
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Esercizi   da   svolgere 

 

Esercizio 1.  Trovare la matrice  X  tale che  A+X=B    dove    𝐴 = (
2 −1
3 1

) ,   𝐵 = (
5 −2
0 −3

) .  

 

Esercizio 2.  Eseguire i seguenti prodotti righe per colonne 
 

a) (
2    1
3 −1

)∙(
   5 2
−3 0

)  ; 

 

b) (8 5 −1) ∙ (
0
2
4
) . 

 

Esercizio 3.  Date le matrici  𝐴 = (
2    0 3
0 −1 2

)  e  B = (
   1 0
−1 1
   2 3

)  verificare che    𝐴 ∙ 𝐵 ≠ 𝐵 ∙ 𝐴 .   

 

Esercizio 4.  Date le matrici 𝐴 =  (
2    1
3 −1

) e 𝐵 =  (
5 −2
0 −3

)  verificare che  (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 . 

 

Risposte 
 

Esercizio 1 :         X=(
3 −1
−3 −4

) 

 

Esercizio 2 :        a)   (
7 4
18 6

)  ;     b)   (6) 

 

Esercizio 3 :         (
8 9
5 5

)  ≠  (
2 0 3
−2 −1 −1
4 −3 12

) 

 

Esercizio 4 :        (𝐴 + 𝐵)𝑇 = (
7 3
−1 −4

)     ;    𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 = (
7 3
−1 −4

). 
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Per evidenziare come le matrici siano un importante strumento per tradurre in modelli 

matematici problemi della vita quotidiana, presentiamo alcune semplici applicazioni. 

 

 

Applicazione (Spesa complessiva) 

 

Acquistate uno stock di 20 CD, 50 DVD, 20 custodie per CD, 35 custodie per DVD. Il prezzo 

unitario dei CD è 0.2 euro, quello dei DVD è 0.35 euro, quello delle custodie è 0.15 euro e 0.25 euro 

rispettivamente. Rappresentare la matrice dei prezzi e la matrice delle quantità e calcolare, mediante 

il prodotto riga per colonna, la spesa complessiva. 

 

Soluzione 

 

Matrice dei prezzi  
𝐴 = [0.2 0.35 0.15 0.25] 

 

Matrice delle quantità  

𝐵 = [

20
50
20
35

] 

 

La spesa complessiva è 

𝐴𝐵 = [0.2 0.35 0.15 0.25] [

20
50
20
35

] = 33.25 
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Applicazione (Profitto) 

 

Profitto febbraio (euro) – matrice A 

 Nord Centro Sud 

TV LCD 10000 9000 8500 

TV plasma 3400 2300 4000 
 

 

Profitto marzo (euro) - matrice B 

 Nord Centro Sud 

TV LCD 9800 9300 8100 

TV plasma 3400 2400 4400 
 

Variazioni profitto da febbraio a marzo : 
 

𝐵 − 𝐴 = [
−200 300 −400
0 100     400

] 

 

Qual è il profitto di febbraio suddiviso per area? 
 

[1 1] ∙ 𝐴 = [1 1] [
10000 9000 8500
3400 2300 4000

] = [
13400⏞    
𝑁𝑜𝑟𝑑

11300⏞    
𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜

12500⏞    
𝑆𝑢𝑑

] 

 

Qual è il profitto complessivo di febbraio? 

[
13400⏞    
𝑁𝑜𝑟𝑑

11300⏞    
𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜

12500⏞    
𝑆𝑢𝑑

] [
1
1
1
] = 37200 

 

Qual è il profitto di febbraio suddiviso per prodotto? 
 

[
10000 9000 8500
3400 2300 4000

] [
1
1
1
] = [

27500 
9700 

]
→ LCD     
→ plasma

 

 

Qual è il profitto complessivo di febbraio? 

[1 1] [
27500 
9700 

] = 37200 

 

Qual è la variazione complessiva del profitto tra febbraio e marzo? 

[1 1] [
−200 300 −400
0 100     400

] [
1
1
1
] = 200 

 

NOTA - Per trovare le risposte si sono usate opportunamente le operazioni fra matrici e il 

vettore unitario. In generale, possiamo affermare quanto segue: 

Sia 𝒆 = [

1
1
⋮
1

] il vettore unitario. Sia A una matrice. Il prodotto  𝒆𝑇𝐴 è un vettore riga che ha come 

componenti le somme degli elementi delle colonne di A. Il prodotto 𝐴𝒆 è un vettore colonna che ha 

come componenti le somme degli elementi delle righe di A. 

Il prodotto 

𝒆𝑇𝐴 𝒆 

ha, come risultato, la somma di tutti gli elementi di una matrice. 
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Determinante di una matrice quadrata 
 

 

Il determinante di una matrice quadrata            





















=

nnn2n1

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









 

 

è un numero.   Si indica con  det A   oppure  con la notazione fra linee verticali: 
 

                                              

nnn1

n221

n111

aa

aa

aa

Adet









=  . 

 

1. Determinante di una matrice  1x 1 
Data la matrice                                                 𝐴 = (𝑎) 

 

si definisce determinante di  𝐴  il numero         

 
det 𝐴 = 𝑎. 

 

 

2. Determinante di una matrice  2 x 2 

 

 Data la matrice                                      









=

2221

1211

aa

aa
A  

 

 si definisce determinante di A il numero 

 
det 𝐴 = 𝑎11 ∙ 𝑎22 − 𝑎12 ∙ 𝑎21 

 

 

 Esempio  

 

|
 8 3
 4 5

| = 40 − 12 = 28           ,          |
 -2 6
 -8 3

| = -6 + 48 = 42 . 
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3. Determinante di una matrice  3 x 3 
 

 

Data la matrice                               
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A      (1) 

 

per calcolare il determinante presentiamo due metodi. 

 

1° metodo:  Regola di Sarrus 
 

Il determinante si calcola utilizzando lo schema della figura sotto riportata. La linea 

continua sta a significare il prodotto dei tre termini, mentre la linea tratteggiata significa il 

prodotto dei tre termini cambiato di segno . 

 ATTENZIONE che questa regola vale solo per le matrici di ordine  n = 3 . 
 

3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

 

 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − (𝑎13𝑎22𝑎31 + 𝑎11𝑎23𝑎32 + 𝑎12𝑎21𝑎33) 
 

2° metodo:  Regola generale 
 

Indichiamo con  𝐴1𝑗  la matrice ottenuta da  𝐴  eliminando la riga  1-esima  e la colonna  j-

esima .  Il determinante di  𝐴  è definito da 
 

=+−= 131312121111 AdetaAdetaAdetaAdet      

 

312213322113312312332112322311332211

3231

2221

13

3331

2321

12

3332

2322

11

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

−++−−=

+−=
 

 

 

Esempio   

Considerata la matrice    

A=
















−

210

113

021

 ,       (2) 

si ha 
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









=

















−=
21

11

210

113

021

A11
 , 

 










−
=

















−=
20

13

210

113

021

A12
 . 

Analogamente, eliminando la prima riga e la terza colonna, 𝐴13 = (
−3 1
0 1

). 

 

 

 .131210)6(21)(21
10

13
0

20

13
2

21

11
1Adet =+=−−−−=

−
+

−
−=  

 

 

Sia  𝑎𝑖𝑗  ∈ 𝐴   con  i,j   indici compresi fra  1  e  3 ,  si definisce  

 

➢   minore complementare  di  𝑎𝑖𝑗  il numero      det 𝐴𝑖𝑗 , 

 

➢ complemento algebrico  di  𝑎𝑖𝑗  il numero     (−1𝑖+𝑗) det 𝐴𝑖𝑗  . 

 

 

La definizione di  det A  data nel 2° metodo si può allora esprimere dicendo che il  

determinante di  A  è la somma dei prodotti  degli elementi della prima riga  di  A  per i 

rispettivi complementi algebrici. 

.  

 

Esempio.  Sviluppando rispetto alla seconda riga il determinante della matrice  (1)  si ha 

 

( ) ( ) ( )232322222121 AdetaAdetaAdetaAetd −++−=  

 

3231

1211

23
3331

1311

22
3332

1312

21 aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a −+−=  . 

 

Nel caso della matrice  A  data in  (2)  si ha  

 

( ) 131212
10

21
1

20

01
1

21

02
3Adet =−+=−+−−=  . 
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Determinante di una matrice  n x n 

 

Quanto visto nella Regola generale (2° metodo) illustrata per il caso  n = 3 , si può 

generalizzare ad una qualunque matrice quadrata  A  di ordine  n  con  n  2 . 

 





















=

nnn2n1

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









     (3) 

 

Se   i,j   sono due indici compresi fra  1  ed  n , con  Aij   indichiamo la 

matrice  (n−1) x (n−1)  ottenuta da  A  eliminando la riga i-esima e la colonna j-esima.  Si 

definisce 

 

➢ minore complementare  dell’elemento  𝒂𝒊𝒋  il numero     𝐝𝐞𝐭𝑨𝒊𝒋 , 

 

➢ complemento algebrico  dell’elemento  𝒂𝒊𝒋  il numero    (−𝟏𝒊+𝒋) 𝐝𝐞𝐭 𝑨𝒊𝒋  . 

 

 

 

TEOREMA DI LAPLACE .    Il determinante di  una matrice quadrata A di ordine  n  è uguale 

alla somma dei prodotti degli elementi di una riga (o di una colonna) per i rispettivi 

complementi algebrici. 

 

 

 

Si noti che questo teorema riconduce la nozione di determinante di una matrice  n x n  a 

quella di determinante di  n  matrici  (n –1) x (n –1) .  Calcolare il determinante applicando 

questo teorema è d’uso dire “calcolo con il metodo di Laplace”. 

 

 

Se per esempio calcoliamo con il metodo di Laplace il determinante di  (3)  sviluppando 

secondo la prima riga risulta:  

 

det A = (−1)1+1 a11 det A11 + (−1)1+2  a12 det A12 +  + (−1)1+n  a1n det A1n = 

 

( ) 1j1j

j1n

1j

Adeta1

+

=

 −=  

 

dove   A1j   indica la matrice  (n – 1) x (n – 1)  ottenuta da  A  eliminando la prima riga e la 

colonna  j-esima . 
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Il determinante di una matrice quadrata A si può pertanto esprimere con una delle 

seguenti due formule a seconda che il calcolo venga fatto a partire da una riga o da una 

colonna. 

 

Considerando la i-esima riga   ( 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 ,…, 𝑎𝑖𝑛  )    della matrice  A  : 

( ) ijij

jin

1j

Adeta1Adet
+

=

 −=   , 

 

Considerando la j-esima colonna  ( 𝑎1𝑗  , 𝑎2𝑗  ,…, 𝑎𝑛𝑗  )   della matrice  A  si ha : 

( ) ijij

ijn

1i

Adeta1Adet
+

=

 −=   , 

 

 

Esercizio 

Calcolare con il metodo di Laplace il determinante della seguente matrice  

𝐴 = (
3 1 −1
2 0 1
1 −1 0

) 

Soluzione . Sviluppando secondo la prima riga si ha 

|
3 1 −1
2 0 1
1 −1 0

| = 3 |
0 1
−1 0

| − 1 |
2 1
1 0

| + (−1) |
2 0
1 −1

| = 3 ∙ 1 − 1 ∙ (−1) − (−2) = 6 

 

 

NOTA – Il determinante di una matrice diagonale   





















=

mn

22

11

a00

0a0

00a

A









    è   

 

 

 a    a a  A det nn2211 =  
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Proprietà dei determinanti 

 

1. det A = det AT . 

 

2. Date due matrici  A  e  B  quadrate di ordine n, si ha  det AB =  det  A ⋅  det B. 

 

3. Se la matrice  A  si ottiene da  A  scambiando tra loro due righe o due colonne, allora 

det A = − det A . 

 

4. Se la matrice  A  si ottiene da  A  moltiplicando tutti gli elementi di una riga (o di una 

colonna) per una costante    ℝ , allora  det A =  det A . 

 

5. Se due righe (o due colonne) della matrice  A  sono uguali, allora è  det A = 0 .  Più in 

generale, se gli elementi di una riga (rispettivamente colonna) sono proporzionali a 

quelli di un’altra riga (rispettivamente colonna), allora il determinante è nullo. 

 

6. La somma dei prodotti degli elementi di una riga (o colonna) per i complementi 

algebrici degli elementi analoghi di un’altra riga (o colonna) è uguale a zero. 

 

7. Se si somma ad una riga (o colonna) un’altra riga (o colonna) moltiplicata per un 

numero, il determinante non cambia. 
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Esercizi  sui  Determinanti  
 

 

1. Calcolare il determinante della seguente matrice: 
 





















−

−

−

=

0010

2012

4322

0524

A  . 

Soluzione 

La presenza di tre elementi nulli nella quarta riga della matrice suggerisce lo 

sviluppo secondo tale riga:   

( )

202

432

054

11Adet
24

−

−−=
+  . 

 

Sviluppando ora secondo la terza riga, si ottiene: 

4444010)(12220)(2
32

54
2

43

05
2Adet −=−−=−−−=−

−
=  . 

 

 

2.  Calcolare il determinante della seguente matrice: 

 























−=

6
2

1
73

4112

a100

4100

A  . 

Soluzione 

Sviluppando il determinante secondo la prima colonna si ottiene: 

411

a10

410

3

6
2

1
7

a10

410

2Adet

−

−=  . 

 

Sviluppando ancora secondo la prima colonna entrambi i determinanti di 

ordine  3 ,  otteniamo: 
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( )4a11
a1

41
13

a1

41
72Adet −=−=  . 

 

 

3.  Calcolare il determinante della seguente matrice: 

 























−−

−−

=

11021

04200

01213

032a0

03201

A  . 

Soluzione 

Sviluppiamo il determinante secondo la quinta colonna che presenta i primi 

quattro elementi nulli; si ottiene: 

 

4200

1213

32a0

3201

1Adet
−−

=  . 

 

Sviluppando ancora secondo la prima colonna della matrice, otteniamo: 

 

2

420

32a

320

3

420

121

32a

1Adet =−−+

−−

=  . 

 

4.  Calcolare il determinante della seguente matrice: 

 

















−

−=

312

153

3106

A  . 

Soluzione 

Applichiamo la regola di Sarrus: 

 

12

53

106

312

153

3106

−−

−  

( ) ( ) ( ) ( ) 6525311633101332110356Adet =−−−−−+−−+=   
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Esercizi  da  svolgere 

 

Esercizio 1.  Calcolare il determinante delle seguenti matrici  

 

𝐴 =  (
1 − √3    1 − √2

1 + √2 1 + √3
)  ,    𝐵 = (

  𝑥 + 1 1
𝑥2 + 1 𝑥 + 1

)   ,   𝐶 =  (𝑎 − 𝑏    𝑎2

1 𝑎 + 𝑏
) . 

 

 

Esercizio 2.  Applicando la regola di Sarrus, calcolare i seguenti determinanti: 

 

det 𝐴 = |
 6    9 −9
 4    0    3
 2   5 −6

|  ;      det 𝐵 = |
   1    4    3
   2 −5    6
−3    6 −9

| . 

 

Esercizio 3. Calcolare il seguente determinante: 

det 𝐴 = |
   1    4    3
   2 −5    6
−3    6    0

| 

 

Esercizio 4. Calcolare il seguente determinante: 

det 𝐴 = |

3 1 −1 −1
0 0 3 1
2 0 0 1
4 4 3 0

| 

 

 

 

Risposte 

1. det 𝐴 = −1  ;   det 𝐵 = 2𝑥  ;   det 𝐶 = −𝑏2. 

 

2. det 𝐴 = 0  ;   det 𝐵 = 0. 
 

3. det 𝐴 = −117 
 

4. det 𝐴 = 34 
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Matrice Inversa 
 

Per ogni  𝑛 ∈ ℕ∗ esiste la matrice quadrata di ordine  n  
 

I =





















100

010

001









 

 

detta matrice identità perché  𝐴 ∙ 𝐼 = 𝐼 ∙ 𝐴 = 𝐴    qualunque sia la matrice  𝐴  di ordine n. 

 

 

Sia  A  una matrice quadrata di ordine  n .  Diremo che  A  è invertibile se esiste una 

matrice   𝐴−1   di ordine  n  tale che 

A 𝐴−1 = 𝐴−1 𝐴 = 𝐼 
 

La matrice  𝐴−1  si chiama matrice inversa di  A .  Si può verificare che, se esiste, l’inversa 

di una matrice è unica. 

 

Esempio.   La matrice inversa di  𝐴 = (
−4 − 3 
−3 − 2

)  è la matrice  𝐵 = (
  2 − 3 
−3   4

)  perché 

risulta   𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = ( 1 0 
 0 1

)   e dunque   𝐵 =  𝐴−1. 

 

 
 

TEOREMA.    Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata ammetta 

l’inversa è che il suo determinante sia diverso da zero. 
 

In simboli:                                      esiste 𝑨−𝟏    ⇔     𝐝𝐞𝐭 𝑨 ≠ 𝟎 

 

 

TEOREMA (CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA). Se  A = (aij)  è una matrice di 

ordine  n  invertibile ,  gli elementi  bij  della matrice inversa  𝑨−𝟏  sono dati da 
 

( )

Adet

Adet1
b

ji

ji

ij

+
−

=  , 

dove   ( ) ji

ji
Adet

+
−1   è il complemento algebrico di  aji . 

 

 

Siano A  e  B  matrici quadrate di ordine  n  con  det A ≠ 0. Poiché esiste A-1 , per risolvere 

le equazioni matriciali 

A∙X = B      e       Y∙A = B 
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basta moltiplicare, rispettivamente, a sinistra e a destra per  A-1 :   
 

X = A-1 B      e       Y= B∙A-1 

 

 

NOTA - Poiché   det 𝐴𝑗𝑖 = det 𝐴𝑖𝑗
𝑇  , indicato con 𝐴∗ la matrice aggiunta, cioè la matrice che 

ha come elementi i complementi algebrici degli elementi di 𝐴𝑇,  per calcolare la matrice 

inversa di 𝐴 si può procedere in questo modo 

 

 

𝑨    𝑨𝑻       𝑨∗  

 

 

 

 

 

 

 

 

    𝑨−𝟏 
 

 

Esempio. 

𝐴 = [
1 3
1 2

]       det 𝐴 = −1 

 

𝐴𝑇 = [
1 1
3 2

] 

 

𝐴∗ = [
2 −3
−1 1

] 

 

𝐴−1 = −1 [
2 −3
−1 1

] = [
−2 3
1 −1

],  infatti 

 

𝐴𝐴−1 = [
1 3
1 2

] [
−2 3
1 −1

] = [
1 0
0 1

] 

 

NOTA – Nel caso di una matrice A di ordine 2, per determinare 𝐴−1  si può procedere in 

questo modo: 

• si scambiano gli elementi sulla diagonale principale, 

• si cambia segno agli elementi sulla diagonale secondaria, 

• si divide ogni elemento per det A. 

 

trasposta complementi algebrici 

premoltiplica per   1/ det 𝐴 
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Esempio.  𝐴 = (
−3 1
7 2

) , det 𝐴 = −13  ⇒     𝐴−1 =
1

−13
(
2 −1
−7 −3

) = (

−2

13

1

13
7

13

3

13

) 

 

 

Esercizi  sulla  Matrice Inversa 
 

 

1. Determinare la matrice inversa di   
 

















=

110

211

011

A  . 

Soluzione 

Calcoliamo prima il  det A .  Sviluppiamo secondo la prima colonna: 
 

2
11

01

11

21

110

211

011

Adet −=−==  . 

 

Essendo  det A  0 ,  A  è invertibile. 

I complementi algebrici degli elementi di  A  sono: 
 

( ) 1
11

21
Adet1 11

11
−=+=−

+
 ;  ( ) 1

10

21
Adet1 12

21
−=−=−

+
 ; 

 

( ) 1
10

11
Adet1 13

31
+=+=−

+
 ;  ( ) 1

11

01
Adet1 21

12
−=−=−

+
 ; 

 

( ) 1
10

01
Adet1 22

22
+=+=−

+
 ;   ( ) 1

0

11
Adet1 23

32
−=−=−

+

1
 ; 

 

( ) 2
21

01
Adet1 31

13
+=+=−

+
 ;  ( ) 2

21

01
Adet1 32

23
−=−=−

+
 ; 

 

( ) 0
11

11
Adet1 33

33
=+=−

+
 . 

 

 

Ricordando il Teorema di calcolo della matrice inversa, gli elementi bij della matrice 

inversa  𝐴−1  sono dati da  ( )
Adet

Adet
1b

jiji

ij

+
−= . Applicando questa formula: 
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























−

−

−

=
















−

−−

−−

−=

0
2

1

2

1

1
2

1

2

1

1
2

1

2

1

011

211

211

2

1
A 1-  . 

 

La stessa soluzione può essere ottenuta utilizzando la matrice trasposta e quindi la 

matrice aggiunta. Si ha 

𝐴𝑇 = (
1 1 0
1 1 1
0 2 1

) 

 

I complementi algebrici degli elementi di 𝐴𝑇 sono  

 
 

(−1)1+1det 𝐴11
𝑇 = + |

 1   1 
 2   1

| = −1 ;  (−1)1+2det 𝐴12
𝑇 = − |

 1    1 
 0    1 

| = −1 ; 

 

(−1)1+3det 𝐴13
𝑇 = + |

 1    1 
 0     2

| = +2 ;  (−1)2+1det 𝐴21
𝑇 = − |

 1    0 
 2    1 

| = −1 ; 

 

(−1)2+2det 𝐴22
𝑇 = + |

1     0 
0      1

| = +1 ;   (−1)2+3det 𝐴23
𝑇 = − |

 1    1 
 0    2 

| = −2 ; 

 

(−1)3+1det 𝐴31
𝑇 = + |

 1    0 
 1    1

| = +1 ;  (−1)3+2det 𝐴32
𝑇 = − |

 1    0 
 1    1

| = −1 ; 

 

(−1)3+3det 𝐴33
𝑇 = + |

 1    1 
 1    1 

| = 0 . 

 

La matrice aggiunta è dunque 

𝐴∗ = (
−1 −1 2
−1 1 −2
1 −1 0

) 

 

e la matrice  inversa è  

𝐴−1 = −
1

2
(
−1 −1 2
−1 1 −2
1 −1 0

) =

(

 
 
 

1

2

1

2
−1

1

2
−
1

2
1

−
1

2

1

2
0 )
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2. Determinare la matrice inversa di   

 

















=

300

410

021

A  . 

Soluzione. 

Calcoliamo prima il  det A .  Sviluppiamo secondo la prima colonna: 
 

3
30

41
1

300

410

021

Adet ===  . 

 

Essendo  det A  0 ,  A  è invertibile. 

 

I complementi algebrici degli elementi di  A  sono: 

 

( ) 3
30

41
Adet1 11

11
=+=−

+
 ;  ( ) 0

30

40
Adet1 12

21
=−=−

+
 ; 

 

( ) 0
00

10
Adet1 13

31
=+=−

+
 ;  ( ) 6

30

02
Adet1 21

12
−=−=−

+
 ; 

 

( ) 3=+=−
+

30

01
Adet1 22

22
 ;   ( ) 0

0
=−=−

+

0

21
Adet1 23

32
 ; 

 

( ) 8=+=−
+

41

02
Adet1 31

13
 ;  ( ) 4

40

01
Adet1 32

23
−=−=−

+
 ; 

 

( ) 1
10

21
Adet1 33

33
=+=−

+
 . 

 

Utilizzando il Teorema di calcolo della matrice inversa   𝐴−1   si ha 

























−

−

=
















−

−

=

3

1
00

3

4
10

3

8
21

100

430

863

3

1
A 1-  . 

 

Utilizzando la procedura alternativa (ma equivalente) si ottiene 
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𝐴𝑇 = (
1 0 0
2 1 0
0 4 3

) 

 

I complementi algebrici degli elementi di 𝐴𝑇 sono 

 

(−1)1+1det 𝐴11
𝑇 = + |

 1    0 
 4    3 

| = 3 ;  (−1)1+2det 𝐴12
𝑇 = − |

 2    0 
 0    3 

| = −6 ; 

 

(−1)1+3det 𝐴13
𝑇 = + |

 2    1
 0    4 

| = 8  ;  (−1)2+1det 𝐴21
𝑇 = − |

 0    0 
 4    3 

| = 0 ; 

 

(−1)2+2det 𝐴22
𝑇 = + |

1    0 
0    3 

| = 3 ;   (−1)2+3det 𝐴23
𝑇 = − |

 1    0 
 0    4 

| = −4  ; 

 

(−1)3+1det 𝐴31
𝑇 = + |

 0   0 
 1   0 

| = 0 ;  (−1)3+2det 𝐴32
𝑇 = − |

 1    0 
 2    0 

| = 0; 

 

(−1)3+3det 𝐴33
𝑇 = + |

 1    2 
 0    1 

| = 1 . 

 

La matrice aggiunta è dunque 

 

𝐴∗ = (
3 −6 8
0 3 −4
0 0 1

) 

da cui si ricava la matrice inversa: 

 

𝐴−1 =
1

3
(
3 −6 8
0 3 −4
0 0 1

) =

(

 
 
 
1 −2

8

3

0 1 −
4

3

0 0
1

3 )

 
 
 
. 

3. Determinare la matrice inversa della matrice: 

 

















=

100

a10

0a1

A    con  a  ℝ . 

Soluzione. 

La matrice  A  è invertibile sempre perché  det A = 1  0  per ogni 𝑎 ∊ ℝ e risulta 

 

















−

−

=

100

a10

aa1

A

2

1-  . 
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Esercizi  da  svolgere 

 

Esercizio 1.  Calcolare, se esistono, le inverse delle seguenti matrici: 

 

𝐴 =  (
5 3
3 2

)  ,    𝐵 =  (
  𝑥 1
1 𝑦

)  ,   𝐶 = (
1 1 1
0 1 1
0 0 1

) . 

 

 

Esercizio 2.  Trovare la matrice  X  in modo che risulti   

 

(
−1 2
−1 1

) ∙ 𝑋 = (
−7 −4
−5 −3

) . 

 

 

Esercizio 3.  Determinare per quali valori di   𝑘 ∈ ℝ  risultano invertibili le seguenti matrici: 

 

𝐴 = (
   0 2  3
2𝑘 2 + 2𝑘  6
 𝑘 4 − 2𝑘  3

)    ,    𝐵 = (
𝑘 + 3 3    2 + 𝑘
2 2     𝑘
5 4    3 + 𝑘

)  . 

 

 

 

Risposte 

 

1. 𝐴−1=(
2 −3
−3 5

) . 𝐵−1 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑒𝑟 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0, 𝐵−1 = (
𝑦 −1
−1 𝑥

) . 𝐶−1 = (
1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

). 

 

2. 𝑋 = (
3 2
−2 −1

). 

 

3. 𝐴 è invertibile per 𝑘 ≠ 0  𝑒  𝑘 ≠ 1.       𝐵 è invertibile per 𝑘 ≠
7±√17

4
 . 



MGF CLEAM 2023-24 UNIMORE CARLO ALBERTO MAGNI 

28 

 

Rango (o caratteristica) di una matrice 
 

La nozione di determinante di una matrice è definita solo per le matrici quadrate, ossia se 

A è una matrice di tipo  m x n  con  m  n , non esiste il determinante di A.  

Data una qualunque matrice (quadrata o rettangolare) 

 





















=

nmm2m1

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









 

 

da essa si possono “estrarre” delle sottomatrici quadrate i cui determinanti si dicono 

minori della matrice  A .  Il numero di righe (o colonne) della sottomatrice quadrata 

estratta si chiama ordine del minore. 

 

 

 

DEFINIZIONE.    Si chiama rango (o caratteristica ) della matrice  A  l’ordine massimo dei 

minori non nulli che si possono estrarre da  A.  

 

 

 

In altre parole, l’intero positivo  k  min m, n   è la caratteristica di  A  se : 

1) dalla matrice  A  si può estrarre almeno un minore non nullo di ordine  k ; 

2) tutti i minori di ordine maggiore di  k , che si possono estrarre da  A , sono nulli. 

 

Esempio.    La matrice 

















−

9631

5231

2201

 

 

può avere al massimo rango  3  perché tale è l’ordine massimo delle matrici quadrate in 

essa contenute.  Si verifica che i quattro minori di ordine  3  estraibili dalla matrice sono 

tutti nulli e perciò il rango sarà minore di  3 .  Poiché tra i minori di ordine 2 ve ne è 

almeno uno non nullo, ad esempio 

3
31

01
=

−
 

 

si ha che il rango della matrice è  2 . 
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Esercizio 1. 
Determinare il rango della matrice   
 

















−

−

−

=

10462

3426

5231

A  . 

 

Soluzione 

Si osservi che i quattro minori di ordine 3 che si possono estrarre da questa matrice  

 

1046

342

523

−   ,  

1042

346

521

−

−

  ,  

1062

326

531

−

−

−

  ,  

462

426

231

−

−

−

  , 

 

sono tutti nulli, ossia hanno tutti determinante uguale a zero. Poiché risulta ad esempio: 

 

016
26

31
−=

−

−
 , 

 

rimane provato che esiste almeno un minore di ordine 2 con determinante diverso da zero 

e perciò il rango della matrice considerata è 2 :    r(A) = 2 .  

 

 

Esercizio 2. 
Determinare il rango della matrice   

 

















=

531

321

753

A  . 

 

Soluzione. 

Poiché  det A = 0  e per esempio   

 

01
21

53
=  , 

 

segue che il rango della matrice considerata è 2 :    r(A) = 2 .  
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Per determinare il rango di una matrice, si possono ridurre i calcoli se si utilizza il 

seguente teorema: 

 

 

TEOREMA DI KRONEKER.  Se la matrice  A ,  quadrata o rettangolare, possiede un 

minore  D  non nullo di ordine  r , e sono nulli tutti i minori d’ordine   r + 1  di  A  ottenuti  

“orlando”  D  con una riga e una colonna qualsiasi di  A ,  allora il rango di  A  è uguale 

a  r . 

 

 

In pratica, si procede nel seguente modo.  
 

Supponiamo di aver trovato un minore  D ,  d’ordine  r , non nullo. Calcoliamo i minori 

d’ordine  (r + 1)  ottenuti  “orlando”  il minore  D : 

• se tutti questi minori sono nulli, il rango della matrice è  r ; 

• se almeno uno di essi è non nullo, bisogna ripetere il procedimento considerando 

quest’ultimo minore. 

 

 

Esercizi  svolti 

 

1. Determinare il rango della matrice: 

















=

40

1

0

21

324

421

A  : 

Soluzione 

Applichiamo il procedimento di Kronecker. 

Consideriamo la sottomatrice  








24

21
 , essa è tale che  06

24

21
−=  ,  da cui 

 43,min3r(A)2 =  . 

Consideriamo ora le sottomatrici di ordine  3  ottenute orlando la sottomatrice 

considerata: 

 

















=

210

124

421

M       e      
















=

410

324

021

N  . 

 

Poiché det M = 3  0 ,  si conclude che  r(A) = 3 . 
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2.  Determinare il rango della matrice: 

 





















=

916

100

304

312

B  . 

Soluzione 

Applichiamo il procedimento di Kronecker. 

Consideriamo la sottomatrice  








04

12
 ,  essa è tale che  04

04

12
−=  ,   da cui 

)min(4,33r(A)2 =  . 

Considerata la sottomatrice di ordine  3   

 

















=

100

304

512

M  , 

risulta  det M = −4 0 ;  si conclude pertanto che  r(B) = 3 . 

 

 

3. Trovare il rango della matrice 





















−−

−

−−

−

=

54474

13110

24121

01342

A  

Soluzione 

La matrice contiene il minore non nullo di ordine 2  

 

02
12

34
M =

−

−
=  . 

 

Orlando il minore  M  si ottiene il minore di ordine  3  

 

01

110

121

342

N =

−

−

−

=  . 

 

Poiché  i due minori del  quarto  ordine ottenuti orlando  N  sono nulli: 
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0

4474

3110

4121

1342

=

−−

−

−−

−

 ;         0

5474

1110

2121

0342

=

−

−

−

−

 , 

 

il rango della matrice  A  è uguale a  3 . 

 

 

4. Trovare il rango della matrice 























=

1918171615

1413121110

98765

87654

76543

A  . 

Soluzione 

La matrice contiene il minore non nullo di ordine  2 :   

 

01
54

43
M −==  . 

 

 

 

Poiché tutti i nove minori di ordine  3  ottenuti orlando  M  sono nulli:  

 

0

765

654

543

=  ;     0

865

754

643

=  ;      0

965

854

743

=  

 

0

121110

654

543

=  ;    0

131110

754

643

=  ;   0

141110

854

743

=  ; 

 

0

171615

654

543

=  ;  0

181615

754

643

=  ;   0

191615

854

743

=  ; 

 

si conclude che il rango della matrice  A  è 2 . 
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Matrici dipendenti da un parametro 
 

 

A volte è importante determinare il rango di una matrice, discutendo il problema in 

relazione ai parametri reali che vi figurano.  Trattiamo l’argomento presentando qualche 

esempio. 

 

 

Esercizio 1. 

Calcolare, per ogni valore del parametro 𝑘 ∊ ℝ, il rango delle seguenti matrici 

 

𝐴 = (
𝑘 2
−1 𝑘

) ,    𝐵 = (
1 −𝑘
2 𝑘2

) ,    𝐶 = (
𝑘 2𝑘
−𝑘 −2𝑘

) 

 

Soluzione  

1) det A = k2 + 2, quindi det A ≠ 0 per ogni k ∊ ℝ e pertanto r(A) = 2 per ogni k ∊ ℝ . 
 

2) det B = k2 + 2k = k(k + 2)  quindi det B ≠ 0 per k = 0 e K = −2. 
• Se  𝑘 ≠ 0 𝑒 𝑘 ≠ −2 𝑠𝑖 ℎ𝑎 𝑑𝑒𝑡 𝐵 ≠ 0 𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑟(𝐵) = 2. 

• Se  𝑘 = 0   𝑜𝑝𝑝𝑢𝑟𝑒   𝑘 = −2    𝑠𝑖 ℎ𝑎 𝑑𝑒𝑡 𝐵 = 0  𝑒  𝑑𝑒𝑡 𝑀 ≠ 0  𝑐𝑜𝑛  𝑀 = (1)  
𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜    𝑟(𝐵) = 1. 
 

3) det C = −2k2 + 2k2 = 0  per ogni  k ∊ ℝ quindi  r(C) < 2. 
• 𝑆𝑒  𝑘 ≠ 0  𝑠𝑖 ℎ𝑎  𝑟(𝐶) = 1. 
• 𝑆𝑒  𝑘 = 0  𝑠𝑖 ℎ𝑎  𝑟(𝐶) = 0. 

 

 

Esercizio 2. 

Calcolare, per ogni valore del parametro  t , il rango della matrice: 

 

















+

−=

2tt4

102

412t

A  . 

 

Soluzione 

Troviamo i valori di t  per i quali si annulla il determinante di  A ,  ossia risolviamo 

l’equazione:  

0

2tt4

102

412t

=

+

−  . 

 

Sviluppando il determinante si ottiene l’equazione  t2 + 3 t −4 = 0  che ammette le 

soluzioni  t = 1  e  t = −4 . Dobbiamo quindi distinguere i seguenti casi: 
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Caso 1. Per  t  1 ,  t  −4 , il determinante della matrice  A  è diverso da zero e perciò  

A  ha rango  3 :    r(A) = 3 . 

 

Caso 2. Per  t = 1 ,  si ha   
 

0

314

102

412

=−  ,   02
02

12
−=  , 

 

perciò il rango della matrice  A  è 2 :    r(A) = 2 .  

 

Caso 3. Per  t = −4 ,  si ha   
 

0

244

102

418

=

−−

−

−

 ,   02
02

18
−=

−
 , 

 

perciò il rango della matrice  A  è 2 :    r(A) = 2 .  

 

 
Esercizio 3. 

Determinare, per ogni valore del parametro  t ,  il rango della matrice:   

 

𝐴 = (
 𝑡 0 0
 𝑡 𝑡 − 1 0
 𝑡 2𝑡 − 2 2𝑡 − 2 

) . 

Soluzione 

Troviamo i valori di t  per i quali si annulla il determinante della matrice  A ,  cioè 

risolviamo l’equazione  t (t −1) (2t −2) = 0  che ammette le soluzioni  t = 0  e  t = 1 . 
 

Dobbiamo quindi distinguere i seguenti casi: 

 

Caso 1. Per t  0 ,  t  1 , il determinante della matrice  A   è diverso da zero e perciò  

A  ha rango  3 :    r(A) = 3 . 

 

Caso 2. Per t = 0 ,  si ha   

 

0

220

010

000

=

−−

−  ,   02
22

01
=

−−

−
 , 
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perciò il rango della matrice  A  è 2 ,  cioè  r(A) = 2 .  

 

Caso 3. Per  t = 1 ,  si ha   
 

0

001

001

001

=  ,  

 

e tutti i minori di ordine  2  uguali a zero perché la matrice  A  ha due 

colonne tutte di zeri; pertanto, il rango della matrice  A  è 1 :    r(A) = 1 .  

 

 

 

Esercizi  da  svolgere   

 

 

Esercizio 1.     Determinare  il rango delle  seguenti matrici. 

 

𝐴 = (
1 2 −1
3 6 −3

)   ;    𝐵 = (
−1 2 3
−8 0 4

)  ;     𝐶 = (
10 11 0
8 1 0
2 −3 6

) . 

 

 

Esercizio 2.    Studiare il rango delle  seguenti matrici in funzione di  k. 

 

𝐴 = (
𝑘 1
8 2𝑘

)  ,       𝐵 = (
𝑘  0 −𝑘
1  0 −1
2  4    2

)  . 

 

 

Risposte. 

1.   𝑟(𝐴) = 1  ;   𝑟(𝐵) = 2  ;  𝑟(𝐶) = 3  . 

 

2.   𝑟(𝐴) = 2  per 𝑘 ≠ ±2  ;  𝑟(𝐴) = 1  per 𝑘 = ±2  . 
 

      𝑟(𝐵) = 2   per ogni  𝑘 ∊ ℝ  . 
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SISTEMI  LINEARI 
 

 

Sistemi lineari di  m  equazioni in  n  incognite 
 

Un sistema lineare di  m  equazioni in  n  incognite è della forma 
 













=+++

=+++

=+++

mnnm22m11m

2n2n222121

1n1n212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









 
 

Il sistema soprascritto è costituito da  m  equazioni nelle  n  incognite  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 .  Il 

sistema si dice lineare perché nelle equazioni ogni termine incognito figura al primo 

grado. I numeri reali  𝑎11 ,  𝑎12 ,  …  ,   che compaiono nel sistema, vengono indicati 

brevemente con  𝑎𝑖𝑗  e prendono il nome di coefficienti del sistema; i numeri 

reali  𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚   prendono il nome di termini noti.  Se i termini noti sono tutti nulli, il 

sistema lineare si dice omogeneo. 

 

Il sistema è caratterizzato dalla  matrice  A  dei coefficienti, detta anche matrice del 

sistema, dal vettore 𝑩  dei termini noti e dal vettore 𝑿 delle incognite. 
 





















=

nmm2m1

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









  ,   





















=

mb

b

b

B

2

1

  ,  





















=

nx

x

x

X

2

1

  . 

Il sistema si può rappresentare  

1. in forma matriciale esplicita : 

𝑥1 [

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

] + 𝑥2 [

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

]+⋯+ 𝑥𝑛 [

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

] = [

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

] 

1. in forma matriciale compatta: 

BXA =  

dove  XA    è il prodotto righe per colonne della matrice  A  per il vettore  𝑋.  Si osservi 

che si tratta del prodotto di una matrice  m x n  per una matrice  n x 1  (matrice colonna) 

che dà per risultato una matrice  m x 1 . Esistono delle condizioni sui coefficienti e sui 

termini noti affinché il sistema ammetta delle soluzioni, ossia affinché esistano dei valori 
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reali  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛   per i quali tutte le equazioni del sistema risultino contemporaneamente 

soddisfatte; in tal caso la n-pla  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 )  è detta una  soluzione  del sistema. 

 

Caso   m = n    con   𝒅𝒆𝒕 𝑨 ≠ 𝟎. 
 













=+++

=+++

=+++

nnnn22n11n

2n2n222121

1n1n212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









       (1) 

 

Siano rispettivamente A ,  B ,  X  la matrice dei coefficienti, dei termini noti, delle incognite: 
 





















=

nn2n1n

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa









A   ,   





















=

nb

b

b

B

2

1

  ,  





















=

nx

x

x

X

2

1

  . 

 

Se det A ≠ 0 il sistema ha una ed una sola soluzione. 

Per trovare la soluzione del sistema illustriamo due metodi generali (caso m=n, det A ≠ 0). 

 

 

Primo metodo:  Metodo matrice inversa. 
 

Risolvere il sistema significa risolvere l’equazione AX = B : 

 
𝐴𝑋 = 𝐵 

 

 

 
𝐴−1(𝐴𝑋) = 𝐴−1𝐵 

 

 

 
(𝐴−1𝐴)𝑋 = 𝐴−1𝐵 

 

 

 
𝐼𝑋 = 𝐴−1𝐵 

 

 

 
𝑋 = 𝐴−1𝐵 
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Esempio  

Consideriamo il sistema rappresentato da  𝐴𝑋 = 𝐵  con 

 

𝐴 = (
1 −3 0
0 1 −1
2 0 3

)  ,     𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ,    𝐵 = (

−1
3
2
) 

 
det 𝐴 = 3 + 6 + 0 − (0 + 0 + 0) = 9 

 

Poiché  det 𝐴 ≠ 0 , determiniamo la matrice  𝐴−1: 

 

𝐴𝑇 = (
1 0 2
−3 1 0
0 −1 3

)    

 

𝐴∗ = (
3 9 3
−2 3 1
−2 −6 1

) 

 

𝐴−1 = (

1/3 1 1/3
−2/9 1/3 1/9
−2/9 −2/3 1/9

)      

 

𝑋 = 𝐴−1𝐵 = (

1/3 1 1/3
−2/9 1/3 1/9
−2/9 −2/3 1/9

)(
−1
3
2
) = (

10/3
13/9
−14/9

)     

 

Pertanto, il sistema dato ha come unica soluzione    (𝑥 =
10

3
, 𝑦 =

13

9
, 𝑧 =

−14

9
). 

 

 

Esercizio 

Date le matrici    







=

34

23
A      e    









+

−
=

53

71
B        𝑟𝑖𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒𝑟𝑒 𝑙′𝑒𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒   𝐴𝑋 = 𝐵 . 

 

Soluzione 

Poiché   det 𝐴 ≠ 0  e   








−

−
=−

34

23
A 1     si ha: 

 










−

−
=







 −









−

−
== −

1313

119

53

71

34

23
BAX 1  
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Secondo metodo :  Metodo di Cramer. 

 

Senza ricorrere alla matrice inversa, un metodo generale per risolvere il sistema (1) è dato 

dal seguente teorema. 

 

 

TEOREMA DI CRAMER.    Il sistema lineare  AX = B  con  A  matrice quadrata di ordine  n  e  

det A ≠ 0, ammette una ed una sola soluzione data da  

 

𝒙𝟏 =
𝐝𝐞𝐭𝑨𝟏
𝐝𝐞𝐭𝑨

 , 𝒙𝟐 =
𝐝𝐞𝐭𝑨𝟐
𝐝𝐞𝐭𝑨

  , … ..       𝒙𝒏 =
𝐝𝐞𝐭𝑨𝒏
𝐝𝐞𝐭𝑨

  

 

dove  𝑨𝒊  è la matrice che si ottiene sostituendo la colonna i-esima  di A con la colonna B 

dei termini noti, per i = 1, 2, … ,n . 

 

 

 

In forma matriciale compatta il teorema di Cramer è espresso da 

 

𝑋 = 𝐴−1𝐵 =
1

det 𝐴
(

det 𝐴1
det 𝐴2
⋮

det 𝐴𝑛

)                                                                                  

 

 

Esercizio  1 

Risolvere con il metodo di Cramer il seguente sistema di equazioni lineari: 

 









=++−

=−+

=++

12xxx

2x3xx

14x6x2x

321

321

321

 

Soluzione 

La matrice del sistema è : 

















−

−=

211

131

462

A        e risulta  det A = 24 . 

 

Poiché  det A  0 ,  per il teorema di Cramer, il sistema lineare ammette una ed una sola 

soluzione  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  fornita dalla regola di Cramer: 
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27

211

132

461

Adet 1 −=−=   ,   21

211

121

412

Adet 2 =

−

−=   ,    12

111

231

162

Adet 3 −=

−

=   . 

 















−=−==

===

−=−==

2

1

24

12

Adet

Adet
x

8

7

24

21

Adet

Adet
x

8

9

24

27

Adet

Adet
x

3
3

2
2

1
1

 

 

 

Esercizio 2 

Risolvere il seguente sistema di equazioni lineari: 

 









=−+

−=+−

−=−+

.11z3y2x

15z2yx

22zy3x

 

 

Soluzione 

42

132

521

213

det A −=

−

−

−

=  , 

 

Poiché det A ≠ 0, il sistema si può risolvere applicando il teorema di Cramer. Risulta: 

 

 

  42

1311

521

212

det A1 =

−

−−

−−

=  ;  210

1112

511

223

det A2 −=

−

−

−−

=  ;  84

1132

121

213

det A3 −=−−

−

=  ; 

 

 

e pertanto la soluzione cercata è: 

 

 

1
42

42

det A

det A
x 1 −=

−
==  ;     5

42

210

det A

det A
y 2 =

−

−
==  ;    2

42

84

det A

det A
z 3 =

−

−
==   
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Il teorema di Rouché – Capelli 
 

Consideriamo un sistema lineare di tipo generale, formato da  m  equazioni 

nelle  n  incognite  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 

 

{

 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1n𝑥𝑛  = 𝑏1
 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2n𝑥𝑛  = 𝑏2
 ⋯⋯     ⋯⋯     ⋯     ⋯⋯    ⋯
𝑎𝑚1𝑋1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

      

  

 

o, con notazione matriciale, 𝐴𝑋 = 𝐵, dove 𝐴  è la matrice dei coefficienti ed è detta matrice 

incompleta del sistema di equazioni: 

 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12  ⋯  𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22  ⋯  𝑎2𝑛
⋯    ⋯  ⋯  ⋯
𝑎m1 𝑎m2    ⋯  𝑎𝑚𝑛

) 

 

La matrice 𝑋 è la matrice delle incognite:  

𝑋 =

(

 
 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
⋯
𝑥𝑛)

 
 

 

 

La matrice 𝐵 è la matrice dei termini noti: 

𝐵 =

(

 
 

𝑏1
𝑏2
𝑏3
⋯
𝑏𝑚)

 
 

 

 

 

Si definisce matrice completa del sistema  (2) , la matrice  C  ottenuta aggiungendo alle 

colonne di A la colonna dei termini noti :  

 





















=

mnmm2m1

n22221

n11211

baaa

baaa

baaa

C









2

1

 . 

 

Il seguente importante teorema fornisce un criterio per stabilire se il sistema  (2)  ammette 

oppure no soluzioni (si tenga presente che  m  ed  n  non sono necessariamente uguali). 
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TEOREMA DI ROUCHÈ-CAPELLI. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema 

di  m  equazioni lineari in  n  incognite abbia soluzioni è che le matrici completa e 

incompleta del sistema abbiano lo stesso  rango. 

 

 

 

 

Se il sistema ha soluzioni, detto  k  il rango delle due matrici (completa ed incompleta), per 

risolvere il sistema si procede nel seguente modo: 

 

1) Dalla matrice incompleta A si estrae una sottomatrice quadrata  𝐴𝑘  con  k = r(A) e  𝑑𝑒𝑡 𝐴𝑘  ≠ 0. 
 

2) Si scrive un “nuovo” sistema formato dalle  k  equazioni i cui coefficienti sono le righe di  𝐴𝑘 .  

Inoltre, si portano al secondo membro tutti gli eventuali  n-k  termini i cui coefficienti non 

compaiono in  𝐴𝑘 .  
 

3) Si risolve questo sistema di  k  equazioni in  k  incognite, con determinante non nullo, mediante 

la regola di Cramer; 
 

4) Le soluzioni del sistema iniziale sono le n-ple ottenute con la soluzione del sistema 

costruito nel punto 3) e con gli  n-k  parametri se   k < n. In questo caso si dice che 

 

il sistema ha  ∞𝒏−𝒌  soluzioni. 

 

 

Ad esempio, sia k ,  k < n ,  il rango di  A  e di  C  e sia  D una sottomatrice di  A  avente 

rango  k ,  per semplicità supponiamo che  D  sia costituita dalle prime  k  righe e dalle 

prime  k  colonne. 

 





















=

kkk2k1

k22221

k11211

aaa

aaa

aaa

D









  ,       det D  0 . 

 

Consideriamo il sistema nelle incognite  x1 , x2 ,  , xk  

 









−−−=++

−−−=++

++

++

nkn1k1kkkkkk11k

n1n1k11k1k1k111

xaxabxaxa

xaxabxaxa







     (3) 
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Poiché det D  0 ,  per il teorema di Cramer, il sistema  (3)  ammette una ed una sola 

soluzione nelle incognite 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 , in questa soluzione figurano come parametri 

𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑛  a cui si può attribuire qualunque valore reale.  In definitiva il 

sistema  (2)  ammette pertanto infinite soluzioni, ciascuna delle quali si ottiene ricavando, 

con la regola di Cramer, i valori di  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘  e fissando arbitrariamente  𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑛 . 

 

Esempio 1 

Consideriamo il sistema 

{
 𝑥1 − 𝑥2  =    2 
 𝑥2 − 𝑥3  = −4 

 , 

 

la matrice incompleta  A  e la matrice completa  C  sono 

 

𝐴 = (
 1   − 1    0
 0    1  − 1 

)  ,    𝐶 = (
 1   − 1    0   2
 0    1  − 1  − 4 

)  

 

ed hanno entrambe rango  2  e pertanto il sistema ammette soluzioni.  Dalla matrice A 

estraiamo una sottomatrice quadrata di ordine 2 e rango 2. Sia per esempio 
 

𝐷 = (
 1   − 1 
 0    1 

) 

 Si considera allora il sistema  

{
 𝑥1 − 𝑥2  =    2 
  𝑥2  = −4  + 𝑥3 

 

 

ottenuto considerando come incognite quelle relative ai coefficienti delle colonne di D 

mentre le altre incognite si portano al secondo membro e si considerano “termini noti”. 

Possiamo riscrivere il sistema, con notazioni matriciali: 𝐷𝑋 = 𝐵 con 𝐷 = (
1 −1
0 1

) , 𝑋 =

(
𝑥1
𝑥2
), 𝐵 = (

2
−4 + 𝑥3

), ossia 

 

(
1 −1
0 1

) (
𝑥1
𝑥2
) = (

2
−4 + 𝑥3

) 

 

La matrice 𝐷 ammette l’inversa (il suo determinante è non nullo e uguale a 1). La 

calcoliamo: 

 

𝐷𝑇 = (
1 0
−1 1

) ⟹ 𝐷∗ = (
1 1
0 1

) ⟹ 𝐷−1 =
1

1
(
1 1
0 1

) = (
1 1
0 1

) 

 

e quindi 

 

(
𝑥1
𝑥2
) = (

1 1
0 1

) (
2

−4 + 𝑥3
) = (

−2 + 𝑥3
−4 + 𝑥3

) 

 

La soluzione generale del sistema è dunque  
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(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

−2 + 𝑥3
−4 + 𝑥3
𝑥3

) 

 

Per ogni 𝑥3 ∊ ℝ questo sistema ammette la soluzione  𝑥1 = −2 + 𝑥3 , 𝑥2 = −4 + 𝑥3 .   Perciò 

il sistema dato ammette le infinite soluzioni  (−2 + 𝑥3 , −4 + 𝑥3 , 𝑥3 ) ottenute  al variare 

di  𝑥3  in  ℝ . 
 

Esempio 2 

Consideriamo il sistema  

{

𝑥1 + 𝑥2 = 3
3𝑥1 − 𝑥2 = 1
2𝑥1 + 3𝑥2 = 8

 

 

la matrice incompleta  A  e la matrice completa  C  sono 
 

𝐴 = (
1 1
3 −1
2 3

)   ,     𝐶 = (
1 1 3
3 −1 1
2 3 8

) 

 

ed hanno entrambe rango  2  e pertanto il sistema ammette soluzioni.  Dalla matrice A 

estraiamo una sottomatrice quadrata di ordine 2 e rango 2. Sia per esempio 
 

𝐷 = (
1 1
3 −1

) 

 

Si considera allora il sistema  

{
𝑥1 + 𝑥2 = 3
3𝑥1 − 𝑥2 = 1

 

 

ottenuto considerando come incognite quelle relative ai coefficienti delle colonne di D 

mentre le altre incognite si portano al secondo membro e si considerano “termini noti”. 

Risolvendo questo sistema (per esempio con Cramer) si ottiene la soluzione 𝑥1 = 1 , 𝑥2 = 2 

che è anche l’unica soluzione del sistema dato perché il rango  k  è uguale al numero  n  

delle incognite. 
 

Esempio 3 

Discutere e risolvere al variare del parametro h il sistema 

{
ℎ𝑥 + 𝑦 = 1

𝑥 + ℎ𝑦 = 1 − ℎ
 

La matrice incompleta è 𝐴 = (
ℎ 1
1 ℎ

), la matrice completa è  𝐶 = (
ℎ 1 1
1 ℎ 1 − ℎ

). Risulta 

det 𝐴 = ℎ2 − 1  e pertanto 

1) se  ℎ = ±1  si ha  det 𝐴 = 0, quindi 𝑟(𝐴) = 1 mentre 𝑟(𝐶) = 2 e perciò il sistema non 

ammette soluzioni. 

2) se  ℎ ≠ ±1  si ha  det 𝐴 ≠ 0 e 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐶) = 2 e perciò il sistema ammette soluzioni. 

Applicando, per esempio, il teorema di Cramer si trova la soluzione 

(
2ℎ − 1

ℎ2 − 1
    ,    

ℎ − ℎ2 − 1

ℎ2 − 1
). 
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Sistemi omogenei 
 

Un sistema lineare avente tutti i termini noti nulli, ossia del tipo 𝐴𝑋 = 0: 

 













=+++

=+++

=+++

0xaxaXa

0xaxaxa

0xaxaxa

nnm22m11m

n2n222121

n1n212111









       (4) 

 

prende il nome di sistema omogeneo.  Tale sistema ha sempre soluzione perché ammette 

la soluzione banale o ovvia (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ) = ( 0 , 0 ,  , 0 ) .  Diremo che  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  )  è 

una soluzione non banale, detta anche soluzione propria, se almeno uno dei numeri 

reali  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛    non è nullo. 

Se il sistema (4) ammette una soluzione propria  ( 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ),  allora ammette anche 

infinite soluzioni, della forma 

( 𝑎𝑥1, 𝑎𝑥2, … , 𝑎𝑥𝑛  ) 

qualunque sia  𝑎  ∈ ℝ .  Basta infatti sostituire questa soluzione nel sistema (4) e 

raccogliere il fattore  𝑎. 

 

Da quanto detto, nel caso sia  𝑚 =  𝑛 ,  il sistema lineare omogeneo  (4)  ammette una 

soluzione non banale  (e quindi infinite) se e soltanto se risulta  det 𝐴 =  0 . 
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Esercizi  da  svolgere 

 

 

Esercizio 1.     

Risolvere il sistema  𝐴𝑋 = 𝐵   essendo   

𝐴 = (
3 −2 5
1 5 −1

)  ,     𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ,     𝐵 = (

1
7
)  . 

 

 

Esercizio 2.     

Discutere e risolvere, al variare del parametro reale  k,  il sistema  𝐴𝑋 = 𝐵  con: 

𝐴 = (
𝑘 1 𝑘
0 𝑘 𝑘
−𝑘 −1 0

)  ,     𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)  ,     𝐵 = (

0
2𝑘
−1
)  . 

 

 

Esercizio 3.     

Risolvere i seguenti sistemi lineari:  

 

  a)   {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 5

   ;    b) {
𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 3
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −1
2𝑥 − 𝑧 = 0

   ;           c)  {
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 0
𝑥 + 1𝑦 = 0

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 0
  ; 

 

  d)   {
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 +   𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 5𝑦 − 𝑧 = 0

       e)  {

𝑥 + 𝑦 = ℎ − 1
𝑥 + ℎ𝑦 = 0

−𝑥 + (ℎ − 1)𝑦 = 3
  ;      f)  {

𝑥 + ℎ𝑦 = 1
ℎ𝑥 + 𝑦 = 2 − ℎ

 

 

 

Risposte: 

 

1.      (
19−23𝑧

17
  ,

20+8𝑧

17
  , 𝑧)  per ogni  𝑧 ∈  ℝ . 

2.      Per  𝑘 ≠ 0  unica soluzione  (
−𝑘−1

𝑘2 
  ,

2𝑘+1

𝑘
  ,

−1

𝑘
)  . 

         Per  𝑘 = 0  sistema impossibile . 

3a)  (1 , 2 , 3)  . 

3b)  Non ammette soluzioni. 

3c)  (0 , 0 , 0)  . 

3d) (2𝑦 , 𝑦 , −3𝑦)    per ogni  𝑦 ∈  ℝ . 

3e)  Sistema impossibile per   ℎ ≠ ±1 .   

        Per  ℎ = 1     unica soluzione  (−3 , 3) . 

        Per  ℎ = −1  unica soluzione  (−1 , −1) .  

3f)   Per   ℎ ≠ ±1  unica soluzione   (
1−ℎ

1+ℎ
  ,

2

1+ℎ
) .  

        Per  ℎ = 1     soluzioni:   (1 − 𝑦 , 𝑦)   per ogni   𝑦 ∈  ℝ . 

        Per  ℎ = −1  sistema impossibile .  


